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Regeltechniek: Tijdschema Hoorcolleges 
•  Hoorcolleges: maandag 8:25 – 10:25 

–  29/09: Les 1 
–  06/10: Les 2 
–  13/10: Les 3 
–  20/10: geen les 
–  27/10: Les 4 
–  03/11: Les 5 
–  10/11: geen les 
–  17/11: Les 6 
–  24/11: Les 7 
–  01/12: Les 8 & 10 
–  08/12: Les 9 
–  15/12: Les 11 



Regeltechniek: Vakinhoud 
•  Deel 1: Systeemtheorie 

–  Les 1: Inleiding en modelvorming 
–  Les 2: Signaaltransformaties 
–  Les 3: Systemen van eerste orde 
–  Les 4: Systemen van tweede & hogere orde en met dode tijd 

•  Deel 2: Analoge regeltechniek 
–  Les 5: De regelkring 
–  Les 6: Het wortellijnendiagram 
–  Les 7: De klassieke regelaars 
–  Les 8: Voorbeelden en toepassingen 
–  Les 9: Systeemidentificatie en regelaarsinstelling 
–  Les 10: Speciale regelstructuren 
–  Les 11: Niet-lineaire regeltechniek & aan-uit regelaars 
 

 



Les 3: Systemen van eerste orde 
•  Systemen van eerste orde [Baeten, SYST, Hoofdstuk 3] 

–  Inleiding & Voorbeeld 
–  Transferfunctie van eerste orde systeem 
–  Systeemrespons van eerste orde systeem 
–  Systeemdiagram van eerste orde systeem 
–  Bijzondere eerste orde systemen 
–  Samenvatting 



Inleiding 
•  Systeem van eerste orde 

–  eenvoudigste systeem dat we kunnen voorstellen (naast 
zuivere versterking/verzwakking = “nulde” orde systeem) 

–  laat toe om op eenvoudige manier verschillende 
“voorstellingswijzen” en eigenschappen te introduceren: 
•  systeemresponsen: tijd- en frequentierespons 
•  systeemdiagrammen: Bode-, Nyquist-, Black/Nichols-, nulpunten-

polen-diagram 
•  eigenschappen: integrerende vs. differentiërende werking 

–  eerste orde systemen komen in alle ingenieursdisciplines 
voor (elektrotechniek, mechanica, thermodynamica, 
hydraulica, …) en hebben altijd dezelfde transfertfunctie 



Voorbeeld 
•  Elektrisch eerste orde systeem: RC-kring 

–  afleiding 1: spanningsdeling over R en C 

–  afleiding 2: spanning-stroomverband + Laplace-transformatie 

Hoofdstuk 3

Systemen van eerste orde

3.1 Inleiding

Het meest eenvoudige systeem is dit van eerste orde (naast een zuivere versterking of ver-
zwakking hetgeen in feite een nulde orde systeem is). Na de definitie en een voorbeeld van
een eerste orde systeem, zal dit hoofdstuk de verschillende mogelijke ’voorstellingswijzen’
van systemen aan de hand van het eerste orde model behandelen. We onderscheiden hierin
twee grote groepen, namelijk de tijdrespons en de frequentierespons.

Andere mogelijke voorstellingswijzen zijn het nulpunten-polen-diagram en de transfert-
functie. Elk van de diagrammen, responscurven of modellen vertalen hetzelfde systeem op
een eigen specifieke wijze qua eigenschappen en interprtatie.

3.2 Voorbeeld van een eerste orde systeem

Deze paragraaf beschrijft bij wijze van voorbeeld de afleiding van een elektrisch eerste orde
systeem. Merk hierbij op dat er evengoed elektronische, thermodynamische, hydraulische,
pneumatische, thermische, (bio)chemische of mechanische eerste orde systemen bestaan.
Uiteindelijk zullen al deze eerste orde systemen (van welke aard ook) beschreven worden
door dezelfde transfertfunctie. Alle eerste orde systemen gedragen zich dan ook op dezelfde
wijze niettegenstaande dat het telkens om verschillende ingangs- en uitgangsgrootheden
gaat.

Laten we eerst de transfertfunctie berekenen van het systeem uit figuur 3.1, namelijk
de RC-kring. Hierbij is V

in

de ingangsspanning en V
uit

, de spanning over de condensator,
de uitgangsspanning.

We weten dat we de condensator waarde C mogen vervangen door de veralgemeende
impedantiewaarde van een condensator 1/pC. Nu mogen we de condensator als een gewone

R CV Vin uit
Figuur 3.1: Voorbeeld 1e orde systeem: RC-kring
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3 Systemen van eerste orde

weerstand beschouwen. De TF volgt dan uit de volgende regel:

“Spanningen verhouden zich zoals de weerstanden waarover ze staan.”

Dus

TF =
V

uit

(p)

V
in

(p)
=

1/pC

R + 1/pC
=

1

1 + RCp
.

De hoogste macht van p in de noemer is 1. Per definitie (zie later) is dit dan een eerste orde
systeem. In de voorgaande berekeningen werd onmiddellijk de eenvoudigste weg gevolgd.
Men kan de transfertfunctie ook op een andere manier berekenen. Veronderstel dat er een
stroom i door de kring vloeit. Dan geldt

V
in

(t) = Ri(t) + V
uit

(t) met V
uit

(t) =
1

C

Z
i(t)dt of i(t) = C

dV
uit

(t)

dt

Substitutie geeft

V
in

(t) = RC
dV

uit

(t)

dt
+ V

uit

(t).

Toepassing van de Laplace-transformatie op deze di↵erentiaalvergelijking levert dezelfde
transfertfunctie op als voorheen.

V
in

(p) = (RCp + 1) V
uit

(p) ! V
uit

(p)

V
in

(p)
=

1

1 + RCp
.

Bij de Laplace-transformatie werd verondersteld dat de beginspanning over de condensator
V

uit

(0) gelijk is aan nul of met andere woorden dat de beginspanning over de condensator als
referentiespanning moet beschouwd worden. De spanning V

uit

, voor tijdstippen verschillend
van 0, is bijgevolg de afwijking van de werkelijke spanning over de condensator t.o.v. de
spanning op ogenblik t = 0.

3.3 De transfertfunctie van het eerste orde systeem

De orde van een systeem is gelijk aan de hoogste macht van p in de noemer van de trans-
fertfunctie. Dit wil zeggen dat bij een eerste orde systeem de hoogste macht van p in de
noemer gelijk is aan 1. De hoogste macht van p komt in feite overeen met de graad van
de di↵erentiaalvergelijking die het systeem beschrijft. De orde van een systeem is dus ook
gelijk aan de hoogste afgeleide in de di↵erentiaalvergelijking (zie voorgaand voorbeeld).

Bij fysische systemen weten we verder dat de graad van de teller van de transfertfunctie
nooit groter kan zijn dan die van noemer. Er zijn dan nog vier mogelijk transfertfuncties
die voldoen aan de eisen van een eerste orde systeem.

1

⌧
i

p
,

1

1 + ⌧p
,

⌧
d

p

1 + ⌧p
,

1 + ⌧
v

p

1 + ⌧p

Bij elk van deze transfertfuncties kan nog een versterking K staan.
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Transferfunctie eerste orde systeem (1) 
•  Orde van een systeem 

= hoogste macht van p in noemer transfertfunctie 
= graad van differentiaalvergelijking die systeem beschrijft 
(= orde hoogste afgeleide in differentiaalvergelijking) 

•  Eerste orde transfertfuncties 
–  fysische systemen: graad teller ≤ graad noemer 
–  vier mogelijke eerste orde transfertfuncties: 

 
 
–  telkens kan ook nog versterkingsfactor K worden toegevoegd 
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Transferfunctie eerste orde systeem (2) 
•  Eerste orde transfertfuncties 

–  meest gangbare vorm: 

•  K = statische versterking [dimensieloos] 
•  τ = tijdconstante [seconden] 

–  zuivere integrator/differentiator: 

•  τi = integratietijdconstante 
•  τd = differentiatietijdconstante 

 
 
 

3.4 Tijd- en frequentierespons

Indien men echter spreekt van ’het eerste orde systeem’, dan gaat het steeds om de
volgende TF:

TF
1e orde

=
K

1 + ⌧p
(3.1)

In deze transfertfunctie staan twee parameters.

• K is de statische versterking.

• ⌧ is de tijdconstante.

De tijdconstante heeft als dimensie seconden op voorwaarde dat de in- en uitgangsgroot-
heden dezelfde dimensie hebben. De statische versterkingsfactor is dan dimensieloos.

Verder onderscheiden we de integrator- en di↵erentiatortransfertfunctie.

TF
int.

=
1

⌧
i

p
en TF

diff.

= ⌧
d

p

met ⌧
i

de integratietijdconstante en ⌧
d

de di↵erentiatietijdconstante. De di↵erentiator zal
in de praktijk nooit alleen voorkomen maar steeds in combinatie met andere systemen.
(De di↵erentiator is in feite ook geen eerste orde systeem).

De volgende paragrafen beschrijven om te beginnen het gedrag van het eerste orde sys-
teem in tijd- en frequentiedomein. Daarna komen dan o.a. de integrator en de di↵erentiator
op dezelfde wijze kort aan bod.

3.4 Tijd- en frequentierespons

De reactie van een systeem op een wel bepaald ingangssignaal bepaalt per definitie de
eigenschappen van dit systeem. Bij de analyse van een systeem zal men een gekend signaal
aanleggen en het hieruit voortvloeiend uitgangssignaal of de respons bestuderen.

Hierbij onderscheidt men twee soorten van ingangssignalen: willekeurige (niet-
periodische) signalen of periodische signalen. De eerste groep worden tijdsignalen of tijd-
functies genoemd, de tweede groep frequentiesignalen. De meest gebruikte tijdfuncties zijn
de stap-, de impuls- en de ‘ramp’- of taludfunctie. Het meest gebruikte frequentiesignaal
is een sinus. De keuze van het aangelegde signaal hangt samen met de beoogde analyse.
Dit kan een tijdrespons of een frequentierespons zijn. Figuur 3.2 geeft een overzicht.

Tijdrespons

Frequentierespons

impuls

stap

ramp

sinus

Systeem

??INGANG UITGANG

Tijdsignaal

Frequentiesignaal

Figuur 3.2: Overzicht analysemogelijkheden
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Systeemrespons eerste orde systeem (1) 
•  Systeemrespons 

–  lineair tijdsinvariant systeem heeft unieke reactie op 
welbepaald ingangssignaal 

–  systeemidentificatie/-analyse: gekend ingangssignaal 
aanleggen & uitgangssignaal opmeten 

–  keuze ingangssignaal hangt af van beoogde analyse 
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Figuur 3.2: Overzicht analysemogelijkheden
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Systeemrespons eerste orde systeem (2) 
•  Tijdrespons (1) 

–  drie meest voorkomende ingangssignalen: 
 
 
 

3 Systemen van eerste orde

3.5 Tijdrespons

Bij de gebruikte tijdfuncties als ingangssignalen is de stapfunctie de belangrijkste. Volle-
digheidshalve komen echter ook de impulsrespons en de taludrespons aan bod. Figuur 3.3
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Figuur 3.3: Tijdfuncties met overeenkomstige Laplace-formules

geeft de stap-, ramp- en impulsfunctie grafisch weer samen met de Laplace-formules. Merk
op dat een stap de integraal is van een impuls en dat een talud de integraal is van een stap,
waarbij integreren overeenstemt met een vermenigvuldiging met 1/p. De constante krijgt
bij de integratiestap telkens een andere naam.

Uit de definitie van de transfertfunctie volgt dat de uitgang gelijk is aan de ingang
maal de transfertfunctie (met alle veranderlijken of functies i.f.v. p). De staprespons S(p)
is bijgevolg gelijk aan de TF maal de ingang (-stap) E/p of

S(p) =
K

1 + ⌧p
· E

p

Dit geeft onmiddellijk het uitgangssignaal i.f.v. p. Het uitgangssignaal i.f.v. de tijd is
de invers Laplace-getransformeerde van bovenstaande formule. Dit gebeurt via partieel-
breuksplitsing en de Laplace-transformatietabel. Partieelbreuksplitsing geeft:

S(p) =
K

1 + ⌧p
· E

p
=

A
1

⌧

+ p
+

B

p

De nog ongekende waarden A en B, volgen uit de gelijkstelling1 van rechter en linker lid.

K

1 + ⌧p
· E

p
=

⌧Ap + (1 + ⌧p) B

(1 + ⌧p) p
! KE = B + ⌧ (A + B) p

of B = KE en A = �KE. Met behulp van de transformatietabel op pagina 14 wordt de
staprespons

S(t) = Ae�
t
⌧ + B = KE

⇣
1� e�

t
⌧

⌘

1Gebruik ook eens vergelijking 2.17 om A en B te bepalen.
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Systeemrespons eerste orde systeem (3) 
•  Tijdrespons (2) 

–  staprespons Laplace-domein: 

–  staprespons tijdsdomein (via partieelbreuksplitsing): 
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3.5 Tijdrespons

Deze functie is nul voor t = 0, gelijk aan KE voor t = 1 en bereikt na een tijd ⌧ 63%
van haar uiteindelijke waarde (=KE). De afgeleide van deze functie op het tijdstip t = 0,
levert de hoek ↵ waarmee de curve vertrekt en is

↵ =bgtg
�

KE

⌧

�
.

KE

tijd

Staprespons = KE(1-e        )- t /t
Uiteindelijke waarde

a t
0,63.KE

(tijdconstante)

S t( )

Figuur 3.4: Staprespons van een eerste orde systeem

Figuur 3.4 geeft de staprespons weer. Uit de oplossing volgt dat de uitgang zijn uit-
eindelijke waarde zo goed als bereikt heeft na 5 maal de tijdconstante. De tijdconstante is
dus een indicatie voor de snelheid van het systeem. Systemen met een grote tijdconstante
zijn langzame systemen, systemen met een kleine tijdconstante zijn snelle systemen.

Ingang = mt ~

m

p

Ramprespons  = mK e       + t -[ ]t t
Impulsrespons =

tijd

tijdt t0,37 mt0,63 m

t ( =1)K

mtAK/t 0,63 /AK t

e

-t/t
Ingang = impuls ~A

0,37 /AK t

AKt -t/t
2I t( ) R t( )

Figuur 3.5: Impuls- en ramprespons van het eerste orde systeem

Nu kunnen we de statische versterkingsfactor en de tijdconstante definiëren:

• De tijdconstante is de tijd waarbij de uitgang (van een eerste orde systeem) als
respons op een stap, 63% van de uiteindelijke waarde bereikt of ook de tijd waarbij
de uitgang de uiteindelijke waarde bereikt indien ze met dezelfde snelheid zou blijven
toenemen als op het tijdstip nul.

• De statische versterkingsfactor is de factor waarmee het ingangssignaal versterkt
wordt indien dit niet meer verandert en indien men lang genoeg wacht of m.a.w. de
statische versterkingsfactor is de factor waarmee ’statische’ signalen (frequentie nul)
versterkt worden door het systeem.
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Systeemrespons eerste orde systeem (4) 
•  Tijdrespons (3) 

–  tijdconstante τ 
= tijd waarbij staprespons 63% van evenwichtswaarde bereikt 
= tijd waarbij lineaire respons met hoek α evenwichtswaarde bereikt 
= maat voor snelheid van systeem 

–  statische versterkingsfactor K 
= versterkingsfactor van ingangssignaal naar evenwichtswaarde 
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Systeemrespons eerste orde systeem (5) 
•  Tijdrespons (4) 

–  impulsrespons & ramprespons 
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Systeemrespons eerste orde systeem (6) 
•  Frequentierespons (1) 

–  frequentierespons = systeemreactie op sinusoïdaal signaal 

–  versterking of verzwakking met factor K 
–  faseverschuiving met hoek φ 

•  φ < 0: fase-naijling 
•  φ > 0: fase-voorijling 

–  frequentie-analyse = berekening K, φ voor alle ω  
 

 
 
 

3 Systemen van eerste orde

De impuls- en ramprespons kunnen op analoge wijze behandeld worden. Figuur 3.5
geeft de oplossing.

3.6 Frequentierespons

De frequentierespons van een systeem is de blijvende reactie van het systeem op een si-
nusöıdaal signaal, dat meestal bestaat uit één enkele sinus met een bepaalde frequentie f
of pulsatie ! en met een bepaalde amplitude A. Zie volgende figuur.

Systeem  of

TF

A.sin t( )w K.A.sin t +( )w j
A KAtijd tijd

Ingang Uitgang j ( neg.)
Figuur 3.6: Frequentieanalyse

Het uiteindelijk uitgangssignaal zal terug een sinus zijn maar met een andere ampli-
tude en met een faseverschuiving t.o.v. het ingangssignaal. In het voorbeeld getekend in
figuur 3.6, is de faseverschuiving ' negatief.

Een negatieve faseverschuiving geeft aan dat de uitgangssinus later door nul gaat dan
de ingangssinus of dat de uitgang naijlt op de ingang. Bij een positieve faseverschuiving
ijlt de uitgang voor op de ingang.

De frequentieanalyse gaat na hoe groot de versterking of verzwakking en hoe groot de
faseverschuiving veroorzaakt door het systeem, zijn en dit voor alle mogelijk pulsatiewaar-
den, dus voor ! gaande van 0 tot 1.

De onmiddellijke reactie op een plots aangelegde sinus bestaat in feite uit twee de-
len, het overgangsverschijnsel en de regimetoestand. Het overgangsverschijnsel sterft vlug
uit, zodat de frequentierespons enkel de regimetoestand beschrijft. Figuur 3.7 geeft een
schematisch voorbeeld.

t = 0 tijd tijdtijd

tijdregimeovergang

OvergangsverschijnselRegimetoestand(=freq.respons)
Ingang = sinus voor  t > 0

Totaal (=som)
= 0       voor  t < 0

Figuur 3.7: Overgangsverschijnsel en regimetoestand

Het resultaat van de frequentieanalyse kan op verschillende wijzen worden voorgesteld.
De twee belangrijkste voorstellingswijzen zijn het Bode-diagram en het Nyquist-diagram.
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Systeemrespons eerste orde systeem (7) 
•  Frequentierespons (2) 

–  onmiddellijke systeemreactie op sinusoïdaal signaal bestaat 
uit twee delen: overgangsverschijnsel + regimetoestand 

3 Systemen van eerste orde

De impuls- en ramprespons kunnen op analoge wijze behandeld worden. Figuur 3.5
geeft de oplossing.
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Systeemrespons eerste orde systeem (8) 
•  Frequentierespons (3) 

–  voorstelling resultaat frequentie-analyse: 
•  Bode-diagram 
•  Nyquist-diagram 

–  berekening frequentierespons uit transfertfunctie: 

•  bewijs volgt uit inverse Laplace-transformatie van 
uitgangssignaal bij sinusoïdaal ingangssignaal 

    [Baeten, SYST, Hoofdstuk 3, Sectie 3.19] 

p = j!



Systeemrespons eerste orde systeem (9) 
•  Frequentierespons (4) 

–  berekening uit TF voor eerste orde systeem: 

–  magnitude/amplitude- en faserespons: 

3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

Indien de transfertfunctie van het systeem gekend is, kan men de versterking en de fa-
severschuiving gemakkelijk vinden door p gelijk te stellen aan j! en in te vullen in de
transfertfunctie. Het bewijs hiervoor volgt uit de invers Laplace-transformatie van de uit-
gang bij een sinus als ingangsignaal. Voor het eerste orde systeem worden de afleidingen
en berekeningen voor dit bewijs gegeven op het einde van dit hoofdstuk (paragraaf 3.19).

3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

De karakteristieken van de frequentierespons volgen uit de gelijkstelling van p met j! in
de TF:

TF
1eorde

= G(p) =
K

1 + p⌧
! G(j!) =

K

1 + j!⌧
(3.2)

G(j!) is een complex getal dat verandert i.f.v. de pulsatie !. De absolute waarde van
G(j!), voorgesteld door M , is gelijk aan de versterking. De hoek van G(j!) is gelijk aan
de faseverschuiving '.

G(j!) =
K

1 + j!⌧
= Mej' met

M = |G(j!)| =

����
K

1 + j!⌧

���� =
K

|1 + j!⌧ | =
Kp

1 + !2⌧ 2

(3.3)

en

' = \G(j!) = \Teller� \Noemer = 0� bgtg(!⌧) (3.4)

M en ' zijn functies van !. Deze waarden worden meestal in figuren, zoals het Bode-, het
Nyquist- en het Black-diagram, weergegeven.

3.8 Het Bode-diagram van het eerste orde systeem

In het Bode-diagram wordt enerzijds de versterking A in dB en anderzijds de faseverschui-
ving ' in graden i.f.v. de pulsatie ! uitgezet, waarbij de pulsatie-as een logaritmische
schaalverdeling heeft.

De decibel-waarde van een versterking is gelijk aan het 20 maal het logaritme van die
waarde:

A = 20 log M = 20 log |G(j!)|

Bij een logaritmische schaalverdeling stemt een vermenigvuldiging met een factor (bij-
voorbeeld ·10) overeen met een vaste afstand op de logaritmische schaal. Figuur 3.8 geeft
de opbouw van het Bode-diagram weer. Om het amplitudegedeelte van het Bode-diagram
te tekenen gaan we de functie die A weergeeft i.f.v. !, evalueren voor zeer kleine !-waarden,
voor ! = 1/⌧ en voor zeer grote !-waarden.

A(!) = 20 log M(!) = 20 log

✓
Kp

1 + !2⌧ 2

◆
= 20 log K � 20 log

p
1 + !2⌧ 2
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3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

Indien de transfertfunctie van het systeem gekend is, kan men de versterking en de fa-
severschuiving gemakkelijk vinden door p gelijk te stellen aan j! en in te vullen in de
transfertfunctie. Het bewijs hiervoor volgt uit de invers Laplace-transformatie van de uit-
gang bij een sinus als ingangsignaal. Voor het eerste orde systeem worden de afleidingen
en berekeningen voor dit bewijs gegeven op het einde van dit hoofdstuk (paragraaf 3.19).

3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

De karakteristieken van de frequentierespons volgen uit de gelijkstelling van p met j! in
de TF:

TF
1eorde

= G(p) =
K

1 + p⌧
! G(j!) =

K

1 + j!⌧
(3.2)

G(j!) is een complex getal dat verandert i.f.v. de pulsatie !. De absolute waarde van
G(j!), voorgesteld door M , is gelijk aan de versterking. De hoek van G(j!) is gelijk aan
de faseverschuiving '.

G(j!) =
K

1 + j!⌧
= Mej' met

M = |G(j!)| =

����
K

1 + j!⌧

���� =
K

|1 + j!⌧ | =
Kp

1 + !2⌧ 2

(3.3)

en

' = \G(j!) = \Teller� \Noemer = 0� bgtg(!⌧) (3.4)

M en ' zijn functies van !. Deze waarden worden meestal in figuren, zoals het Bode-, het
Nyquist- en het Black-diagram, weergegeven.

3.8 Het Bode-diagram van het eerste orde systeem

In het Bode-diagram wordt enerzijds de versterking A in dB en anderzijds de faseverschui-
ving ' in graden i.f.v. de pulsatie ! uitgezet, waarbij de pulsatie-as een logaritmische
schaalverdeling heeft.

De decibel-waarde van een versterking is gelijk aan het 20 maal het logaritme van die
waarde:

A = 20 log M = 20 log |G(j!)|

Bij een logaritmische schaalverdeling stemt een vermenigvuldiging met een factor (bij-
voorbeeld ·10) overeen met een vaste afstand op de logaritmische schaal. Figuur 3.8 geeft
de opbouw van het Bode-diagram weer. Om het amplitudegedeelte van het Bode-diagram
te tekenen gaan we de functie die A weergeeft i.f.v. !, evalueren voor zeer kleine !-waarden,
voor ! = 1/⌧ en voor zeer grote !-waarden.

A(!) = 20 log M(!) = 20 log

✓
Kp

1 + !2⌧ 2

◆
= 20 log K � 20 log

p
1 + !2⌧ 2
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Les 3: Systemen van eerste orde 
•  Systemen van eerste orde [Baeten, SYST, Hoofdstuk 3] 

–  Inleiding & Voorbeeld 
–  Transferfunctie van eerste orde systeem 
–  Systeemrespons van eerste orde systeem 
–  Systeemdiagram van eerste orde systeem 

•  Bode-diagram 
•  Nyquist-diagram 
•  Black- of Nichols-diagram 
•  nulpunten-polen-diagram 

–  Bijzondere eerste orde systemen 
–  Samenvatting 



Systeemdiagram eerste orde systeem (1) 
•  Bode-diagram (1) 

–  amplitude- (in dB) en faserespons vs. pulsatie (log-schaal)  

3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

Indien de transfertfunctie van het systeem gekend is, kan men de versterking en de fa-
severschuiving gemakkelijk vinden door p gelijk te stellen aan j! en in te vullen in de
transfertfunctie. Het bewijs hiervoor volgt uit de invers Laplace-transformatie van de uit-
gang bij een sinus als ingangsignaal. Voor het eerste orde systeem worden de afleidingen
en berekeningen voor dit bewijs gegeven op het einde van dit hoofdstuk (paragraaf 3.19).

3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

De karakteristieken van de frequentierespons volgen uit de gelijkstelling van p met j! in
de TF:

TF
1eorde

= G(p) =
K

1 + p⌧
! G(j!) =

K

1 + j!⌧
(3.2)

G(j!) is een complex getal dat verandert i.f.v. de pulsatie !. De absolute waarde van
G(j!), voorgesteld door M , is gelijk aan de versterking. De hoek van G(j!) is gelijk aan
de faseverschuiving '.

G(j!) =
K

1 + j!⌧
= Mej' met

M = |G(j!)| =

����
K

1 + j!⌧

���� =
K

|1 + j!⌧ | =
Kp

1 + !2⌧ 2

(3.3)

en

' = \G(j!) = \Teller� \Noemer = 0� bgtg(!⌧) (3.4)

M en ' zijn functies van !. Deze waarden worden meestal in figuren, zoals het Bode-, het
Nyquist- en het Black-diagram, weergegeven.

3.8 Het Bode-diagram van het eerste orde systeem

In het Bode-diagram wordt enerzijds de versterking A in dB en anderzijds de faseverschui-
ving ' in graden i.f.v. de pulsatie ! uitgezet, waarbij de pulsatie-as een logaritmische
schaalverdeling heeft.

De decibel-waarde van een versterking is gelijk aan het 20 maal het logaritme van die
waarde:

A = 20 log M = 20 log |G(j!)|

Bij een logaritmische schaalverdeling stemt een vermenigvuldiging met een factor (bij-
voorbeeld ·10) overeen met een vaste afstand op de logaritmische schaal. Figuur 3.8 geeft
de opbouw van het Bode-diagram weer. Om het amplitudegedeelte van het Bode-diagram
te tekenen gaan we de functie die A weergeeft i.f.v. !, evalueren voor zeer kleine !-waarden,
voor ! = 1/⌧ en voor zeer grote !-waarden.

A(!) = 20 log M(!) = 20 log

✓
Kp

1 + !2⌧ 2

◆
= 20 log K � 20 log

p
1 + !2⌧ 2
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3 Systemen van eerste orde

Amplitudegedeelte
Logaritmische schaal

Pulsatie 'nul'

op  - oneindig

Pulsatie in rad/secw

Pulsatie in rad/secwFasegedeelte
0,1 1 10 100

0,1 1 10 100
ligt
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graden

Figuur 3.8: Het Bode-diagram

• Voor zeer kleine !-waarden geldt

!⌧ << 1! A = 20 log K.

• Voor ! = 1/⌧ (de breekpulsatie of afsnijpulsatie) is de werkelijke waarde van A

A

✓
1

⌧

◆
= 20 log K � 20 log

p
1 + 1 = 20 log K � 3dB.

• Voor zeer grote !-waarden geldt

!⌧ >> 1! A = 20 log K � 20 log (!⌧) .

Dit is een rechte die voor de waarde ! = 1/⌧ gelijk is aan 20 log K. Indien we ook nog
de helling kennen van deze rechte dan kunnen we deze tekenen. De helling vinden we
met de volgende redenering: Indien ! met een factor 10 vergroot, dan gaat de rechte
door het punt met grootte A

2

:

!
2

= 10!
1

! A
2

= 20 log K � 20 log (!
2

⌧)
A

2

= 20 log K � 20 log (10!
1

⌧)
A

2

= 20 log K � 20 log (!
1

⌧)� 20 log (10)
A

2

= A
1

� 20 log (10) = A
1

� 20dB

Dit komt erop neer dat de rechte een helling heeft van -20 dB per decade waarbij een
decade de afstand is die op de logaritmische schaal overeenstemt met een factor 10.

In feite werden nu drie punten exact berekend:

• de asymptotische waarde voor ! gaande naar 0,

• de waarde bij de breekpulsatie ! = 1/⌧ en

• de asymptotische waarde voor ! gaande naar 1.
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Systeemdiagram eerste orde systeem (2) 
•  Bode-diagram (2) 

–  amplitudeverloop voor eerste orde systeem 

•  voor zeer kleine ω-waarden:  
•  voor waarde ω = 1/τ: 
(breek- of snijpulsatie) 
•  voor zeer grote ω-waarden: 

3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

Indien de transfertfunctie van het systeem gekend is, kan men de versterking en de fa-
severschuiving gemakkelijk vinden door p gelijk te stellen aan j! en in te vullen in de
transfertfunctie. Het bewijs hiervoor volgt uit de invers Laplace-transformatie van de uit-
gang bij een sinus als ingangsignaal. Voor het eerste orde systeem worden de afleidingen
en berekeningen voor dit bewijs gegeven op het einde van dit hoofdstuk (paragraaf 3.19).

3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

De karakteristieken van de frequentierespons volgen uit de gelijkstelling van p met j! in
de TF:

TF
1eorde

= G(p) =
K

1 + p⌧
! G(j!) =

K

1 + j!⌧
(3.2)

G(j!) is een complex getal dat verandert i.f.v. de pulsatie !. De absolute waarde van
G(j!), voorgesteld door M , is gelijk aan de versterking. De hoek van G(j!) is gelijk aan
de faseverschuiving '.

G(j!) =
K

1 + j!⌧
= Mej' met

M = |G(j!)| =

����
K

1 + j!⌧

���� =
K

|1 + j!⌧ | =
Kp

1 + !2⌧ 2

(3.3)

en

' = \G(j!) = \Teller� \Noemer = 0� bgtg(!⌧) (3.4)

M en ' zijn functies van !. Deze waarden worden meestal in figuren, zoals het Bode-, het
Nyquist- en het Black-diagram, weergegeven.

3.8 Het Bode-diagram van het eerste orde systeem

In het Bode-diagram wordt enerzijds de versterking A in dB en anderzijds de faseverschui-
ving ' in graden i.f.v. de pulsatie ! uitgezet, waarbij de pulsatie-as een logaritmische
schaalverdeling heeft.

De decibel-waarde van een versterking is gelijk aan het 20 maal het logaritme van die
waarde:

A = 20 log M = 20 log |G(j!)|

Bij een logaritmische schaalverdeling stemt een vermenigvuldiging met een factor (bij-
voorbeeld ·10) overeen met een vaste afstand op de logaritmische schaal. Figuur 3.8 geeft
de opbouw van het Bode-diagram weer. Om het amplitudegedeelte van het Bode-diagram
te tekenen gaan we de functie die A weergeeft i.f.v. !, evalueren voor zeer kleine !-waarden,
voor ! = 1/⌧ en voor zeer grote !-waarden.

A(!) = 20 log M(!) = 20 log

✓
Kp

1 + !2⌧ 2

◆
= 20 log K � 20 log

p
1 + !2⌧ 2
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3.8 Het Bode-diagram van het eerste orde systeem

20logK

Amplitudegedeelte

Fasegedeelte

w [rad/s]

3 dB

-45

0

-90

(breekpulsatie)

20 dB

Asymptotisch verloop

Werkelijk verloop

20 dB/decade

Rechte die daalt met

1/t

10/t0,1/t 1/t
[dB]A

j [∞]
w [rad/s]

Figuur 3.9: Bode-diagram van het eerste orde systeem

Het asymptotisch amplitudegedeelte van het Bode-diagram bestaat uit twee asympto-
ten. Het werkelijke verloop is rakend aan de asymptoten en heeft in het breekpunt (bij de
breekpulsatie) een afwijking van -3 dB. Figuur 3.9 geeft het volledige Bode-diagram. Het
faseverloop volgt rechtstreeks uit de formule die de faseverschuiving beschrijft i.f.v. !. De
faseverschuiving is nul bij ! = 0, is �45� bij ! = 1/⌧ en wordt �90� voor ! gaande naar
1. Merk op dat ! =1 en ! = 0 op een logaritmische schaal de limietwaarden vormen.

Voorbeeld : Teken het Bode-diagram van het volgende eerste orde systeem:

G(p) =
10

2p + 1

Gegeven: ⌧ = 2 sec en K = 10.

Bepaal eerst de breekpulsatie !
k

= 1/⌧ = 1/2 rad/sec = 0,5 rad/sec (Let op de eenheid!)

• Teken een horizontale die de verticale as snijdt in 20log(K) = 20 dB;

• Teken een rechte met helling -20dB/dekade die de vorige horizontale rechte snijdt bij
de breekpulsatie;

• Teken het punt dat 3 dB lager ligt dan het snijpunt van de twee rechten;

• Teken tenslotte een vloeiende lijn door dit punt en rakend aan de twee rechten.

• Teken nu het faseverloop onder het amplitudeverloop. Duid hiervoor het punt aan
waarbij de fase �45� wordt, en teken hierdoor een vloeiende curve beginnend bij nul
en eindigend bij �90� .
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3 Systemen van eerste orde

Amplitudegedeelte
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Figuur 3.8: Het Bode-diagram

• Voor zeer kleine !-waarden geldt

!⌧ << 1! A = 20 log K.

• Voor ! = 1/⌧ (de breekpulsatie of afsnijpulsatie) is de werkelijke waarde van A

A

✓
1

⌧

◆
= 20 log K � 20 log

p
1 + 1 = 20 log K � 3dB.

• Voor zeer grote !-waarden geldt

!⌧ >> 1! A = 20 log K � 20 log (!⌧) .

Dit is een rechte die voor de waarde ! = 1/⌧ gelijk is aan 20 log K. Indien we ook nog
de helling kennen van deze rechte dan kunnen we deze tekenen. De helling vinden we
met de volgende redenering: Indien ! met een factor 10 vergroot, dan gaat de rechte
door het punt met grootte A

2

:

!
2

= 10!
1

! A
2

= 20 log K � 20 log (!
2

⌧)
A

2

= 20 log K � 20 log (10!
1

⌧)
A

2

= 20 log K � 20 log (!
1

⌧)� 20 log (10)
A

2

= A
1

� 20 log (10) = A
1

� 20dB

Dit komt erop neer dat de rechte een helling heeft van -20 dB per decade waarbij een
decade de afstand is die op de logaritmische schaal overeenstemt met een factor 10.

In feite werden nu drie punten exact berekend:

• de asymptotische waarde voor ! gaande naar 0,

• de waarde bij de breekpulsatie ! = 1/⌧ en

• de asymptotische waarde voor ! gaande naar 1.
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Systeemdiagram eerste orde systeem (3) 
•  Bode-diagram (3) 

–  faseverloop voor eerste orde systeem 

•    
•    
•    

3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

Indien de transfertfunctie van het systeem gekend is, kan men de versterking en de fa-
severschuiving gemakkelijk vinden door p gelijk te stellen aan j! en in te vullen in de
transfertfunctie. Het bewijs hiervoor volgt uit de invers Laplace-transformatie van de uit-
gang bij een sinus als ingangsignaal. Voor het eerste orde systeem worden de afleidingen
en berekeningen voor dit bewijs gegeven op het einde van dit hoofdstuk (paragraaf 3.19).

3.7 Frequentierespons van het eerste orde systeem

De karakteristieken van de frequentierespons volgen uit de gelijkstelling van p met j! in
de TF:

TF
1eorde

= G(p) =
K

1 + p⌧
! G(j!) =

K

1 + j!⌧
(3.2)

G(j!) is een complex getal dat verandert i.f.v. de pulsatie !. De absolute waarde van
G(j!), voorgesteld door M , is gelijk aan de versterking. De hoek van G(j!) is gelijk aan
de faseverschuiving '.

G(j!) =
K

1 + j!⌧
= Mej' met

M = |G(j!)| =

����
K

1 + j!⌧

���� =
K

|1 + j!⌧ | =
Kp

1 + !2⌧ 2

(3.3)

en

' = \G(j!) = \Teller� \Noemer = 0� bgtg(!⌧) (3.4)

M en ' zijn functies van !. Deze waarden worden meestal in figuren, zoals het Bode-, het
Nyquist- en het Black-diagram, weergegeven.

3.8 Het Bode-diagram van het eerste orde systeem

In het Bode-diagram wordt enerzijds de versterking A in dB en anderzijds de faseverschui-
ving ' in graden i.f.v. de pulsatie ! uitgezet, waarbij de pulsatie-as een logaritmische
schaalverdeling heeft.

De decibel-waarde van een versterking is gelijk aan het 20 maal het logaritme van die
waarde:

A = 20 log M = 20 log |G(j!)|

Bij een logaritmische schaalverdeling stemt een vermenigvuldiging met een factor (bij-
voorbeeld ·10) overeen met een vaste afstand op de logaritmische schaal. Figuur 3.8 geeft
de opbouw van het Bode-diagram weer. Om het amplitudegedeelte van het Bode-diagram
te tekenen gaan we de functie die A weergeeft i.f.v. !, evalueren voor zeer kleine !-waarden,
voor ! = 1/⌧ en voor zeer grote !-waarden.

A(!) = 20 log M(!) = 20 log

✓
Kp

1 + !2⌧ 2

◆
= 20 log K � 20 log

p
1 + !2⌧ 2
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! = 0 ) � = 0

! = 1/⌧ ) � = �45�

! ! 1 ) � = �90�

3.8 Het Bode-diagram van het eerste orde systeem
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Figuur 3.9: Bode-diagram van het eerste orde systeem

Het asymptotisch amplitudegedeelte van het Bode-diagram bestaat uit twee asympto-
ten. Het werkelijke verloop is rakend aan de asymptoten en heeft in het breekpunt (bij de
breekpulsatie) een afwijking van -3 dB. Figuur 3.9 geeft het volledige Bode-diagram. Het
faseverloop volgt rechtstreeks uit de formule die de faseverschuiving beschrijft i.f.v. !. De
faseverschuiving is nul bij ! = 0, is �45� bij ! = 1/⌧ en wordt �90� voor ! gaande naar
1. Merk op dat ! =1 en ! = 0 op een logaritmische schaal de limietwaarden vormen.

Voorbeeld : Teken het Bode-diagram van het volgende eerste orde systeem:

G(p) =
10

2p + 1

Gegeven: ⌧ = 2 sec en K = 10.

Bepaal eerst de breekpulsatie !
k

= 1/⌧ = 1/2 rad/sec = 0,5 rad/sec (Let op de eenheid!)

• Teken een horizontale die de verticale as snijdt in 20log(K) = 20 dB;

• Teken een rechte met helling -20dB/dekade die de vorige horizontale rechte snijdt bij
de breekpulsatie;

• Teken het punt dat 3 dB lager ligt dan het snijpunt van de twee rechten;

• Teken tenslotte een vloeiende lijn door dit punt en rakend aan de twee rechten.

• Teken nu het faseverloop onder het amplitudeverloop. Duid hiervoor het punt aan
waarbij de fase �45� wordt, en teken hierdoor een vloeiende curve beginnend bij nul
en eindigend bij �90� .
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Systeemdiagram eerste orde systeem (4) 
•  Bode-diagram (4) 

–  voorbeeld: 

3.8 Het Bode-diagram van het eerste orde systeem
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Figuur 3.9: Bode-diagram van het eerste orde systeem

Het asymptotisch amplitudegedeelte van het Bode-diagram bestaat uit twee asympto-
ten. Het werkelijke verloop is rakend aan de asymptoten en heeft in het breekpunt (bij de
breekpulsatie) een afwijking van -3 dB. Figuur 3.9 geeft het volledige Bode-diagram. Het
faseverloop volgt rechtstreeks uit de formule die de faseverschuiving beschrijft i.f.v. !. De
faseverschuiving is nul bij ! = 0, is �45� bij ! = 1/⌧ en wordt �90� voor ! gaande naar
1. Merk op dat ! =1 en ! = 0 op een logaritmische schaal de limietwaarden vormen.

Voorbeeld : Teken het Bode-diagram van het volgende eerste orde systeem:

G(p) =
10

2p + 1

Gegeven: ⌧ = 2 sec en K = 10.

Bepaal eerst de breekpulsatie !
k

= 1/⌧ = 1/2 rad/sec = 0,5 rad/sec (Let op de eenheid!)

• Teken een horizontale die de verticale as snijdt in 20log(K) = 20 dB;

• Teken een rechte met helling -20dB/dekade die de vorige horizontale rechte snijdt bij
de breekpulsatie;

• Teken het punt dat 3 dB lager ligt dan het snijpunt van de twee rechten;

• Teken tenslotte een vloeiende lijn door dit punt en rakend aan de twee rechten.

• Teken nu het faseverloop onder het amplitudeverloop. Duid hiervoor het punt aan
waarbij de fase �45� wordt, en teken hierdoor een vloeiende curve beginnend bij nul
en eindigend bij �90� .
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3 Systemen van eerste orde

Een goede benadering voor het faseverloop is een rechte die vertrekt in 0� bij 1/10 van de
breekpulsatie en die aankomt in -90� bij 10 keer de breekpulsatie. Voor het eerste punt is
de fase omzeggens 0�, na het tweede punt is de fase bijna 90�. Vergelijk nu het resultaat
met figuur 3.10.

-20-100
1020 Amplitude in dB i.f.v. de pulsatie in rad/sec

0,01 0,1 1 10-90
-45

0 Fase in graden i.f.v. de pulsatie in rad/sec0,01 0,1 1 10

Figuur 3.10: Bode-diagram van eerste orde systeem met K = 10 en ⌧ = 2 sec

Interpretatie: In het gebied ! = 0 tot ! = 1/⌧ worden de sinusvormige signalen
vrijwel onverzwakt (met dezelfde versterking) doorgelaten. Dit frequentiegebied noemen
we de bandbreedte van het systeem. Daar enkel de lage frequenties onverzwakt worden
doorgelaten, noemt men dit ook een laagdoorlaatfilter.

3.9 Het Nyquist-diagram

Het Nyquist-diagram vormt naast het Bode-diagram een tweede mogelijke manier om het
frequentiegedrag van een systeem voor te stellen. In het Nyquist-diagram wordt het reëel
en het imaginair deel van de transfertfunctie uitgezet en dit voor alle pulsaties gaande van
nul tot oneindig. Bij elk uitgezet punt wordt vermeld bij welke frequentie dit punt behoort.
De Nyquist-curve moet dus gegradueerd worden naar de pulsatie !.

Een schets van het Nyquist-diagram is meestal voldoende. Deze schets wordt afgeleid
uit het Bode-diagram, zodat er in feite geen berekeningen nodig zijn. Volledigheidshalve
worden de formules toch gegeven.

G(j!) =
K

1 + j⌧!
=

K

1 + ⌧ 2!2

(1� j⌧!) (3.5)

<e [G (j!)] =
K

1 + ⌧ 2!2

en =m [G (j!)] = � K⌧!

1 + ⌧ 2!2

(3.6)
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interpretatie: 
•  laagdoorlaatfilter 
•  [0,1/τ] = bandbreedte 



Systeemdiagram eerste orde systeem (5) 
•  Nyquist-diagram (1) 

–  reëel vs. imaginair deel frequentierespons 

–  kan worden geschetst op basis van Bode-diagram: teken 
voor elke pulsatie ω eindpunt vector met lengte M en hoek φ 

3 Systemen van eerste orde

Een goede benadering voor het faseverloop is een rechte die vertrekt in 0� bij 1/10 van de
breekpulsatie en die aankomt in -90� bij 10 keer de breekpulsatie. Voor het eerste punt is
de fase omzeggens 0�, na het tweede punt is de fase bijna 90�. Vergelijk nu het resultaat
met figuur 3.10.
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0,01 0,1 1 10-90
-45

0 Fase in graden i.f.v. de pulsatie in rad/sec0,01 0,1 1 10

Figuur 3.10: Bode-diagram van eerste orde systeem met K = 10 en ⌧ = 2 sec

Interpretatie: In het gebied ! = 0 tot ! = 1/⌧ worden de sinusvormige signalen
vrijwel onverzwakt (met dezelfde versterking) doorgelaten. Dit frequentiegebied noemen
we de bandbreedte van het systeem. Daar enkel de lage frequenties onverzwakt worden
doorgelaten, noemt men dit ook een laagdoorlaatfilter.

3.9 Het Nyquist-diagram

Het Nyquist-diagram vormt naast het Bode-diagram een tweede mogelijke manier om het
frequentiegedrag van een systeem voor te stellen. In het Nyquist-diagram wordt het reëel
en het imaginair deel van de transfertfunctie uitgezet en dit voor alle pulsaties gaande van
nul tot oneindig. Bij elk uitgezet punt wordt vermeld bij welke frequentie dit punt behoort.
De Nyquist-curve moet dus gegradueerd worden naar de pulsatie !.

Een schets van het Nyquist-diagram is meestal voldoende. Deze schets wordt afgeleid
uit het Bode-diagram, zodat er in feite geen berekeningen nodig zijn. Volledigheidshalve
worden de formules toch gegeven.

G(j!) =
K

1 + j⌧!
=

K

1 + ⌧ 2!2

(1� j⌧!) (3.5)

<e [G (j!)] =
K

1 + ⌧ 2!2

en =m [G (j!)] = � K⌧!

1 + ⌧ 2!2

(3.6)
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3.9 Het Nyquist-diagram

Men kan het Nyquist-diagram ook opbouwen door voor elke pulsatie ! een vector met
lengte M uit te zetten onder een hoek '.

Figuur 3.11 geeft de algemeenheden van het Nyquist-diagram weer. De positieve zin
voor de hoek ' is tegenuurwijzerszin. De getekende hoek is bijgevolg negatief.

j
Complex Vlak

MRe el Deel¡
ImaginairDeel

We laten vari ren van 0 tot •w ¡

= FaseverschuivingjM = Versterking
en bekomen zo verschillende vectoren

met lengte en hoek .M j
¬e

¡m

Figuur 3.11: Het Nyquist-diagram

Om het Nyquist-diagram van het eerste orde systeem te tekenen bepalen we eerst enkele
punten

! = 0 ! <e = K =m = 0 M = K ' = 0�

! = 1/⌧ ! <e = K/2 =m = �K/2 M = K
p

2/2 ' = �45�

! =1 ! <e = 0 =m = 0 M = 0 ' = �90�

Men kan wiskundig afleiden dat het Nyquist-diagram voor het eerste orde systeem in
feite een halve cirkel is. Zie figuur 3.12.

w = 0j = - 45∞
Kw = •

w = 1 / t
¬e

¡m
K/2

K/2
Figuur 3.12: Nyquiqst-diagram van het eerste orde systeem

De pijl geeft de toenemende waarde van ! aan. De hoek is negatief in uurwijzerszin.
Schets nu bij wijze van oefening het Nyquist-diagram van 10/(1+2p), (zie vorige oefening).
Figuur 3.13 geeft de oplossing.
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Systeemdiagram eerste orde systeem (6) 
•  Nyquist-diagram (2) 

–  eerste orde systeem: enkele belangrijke punten 

–  eerste orde systeem: Nyquist-diagram = halve cirkel 

3.9 Het Nyquist-diagram

Men kan het Nyquist-diagram ook opbouwen door voor elke pulsatie ! een vector met
lengte M uit te zetten onder een hoek '.

Figuur 3.11 geeft de algemeenheden van het Nyquist-diagram weer. De positieve zin
voor de hoek ' is tegenuurwijzerszin. De getekende hoek is bijgevolg negatief.

j
Complex Vlak

MRe el Deel¡
ImaginairDeel

We laten vari ren van 0 tot •w ¡

= FaseverschuivingjM = Versterking
en bekomen zo verschillende vectoren

met lengte en hoek .M j
¬e

¡m

Figuur 3.11: Het Nyquist-diagram

Om het Nyquist-diagram van het eerste orde systeem te tekenen bepalen we eerst enkele
punten

! = 0 ! <e = K =m = 0 M = K ' = 0�

! = 1/⌧ ! <e = K/2 =m = �K/2 M = K
p

2/2 ' = �45�

! =1 ! <e = 0 =m = 0 M = 0 ' = �90�

Men kan wiskundig afleiden dat het Nyquist-diagram voor het eerste orde systeem in
feite een halve cirkel is. Zie figuur 3.12.

w = 0j = - 45∞
Kw = •

w = 1 / t
¬e

¡m
K/2

K/2
Figuur 3.12: Nyquiqst-diagram van het eerste orde systeem

De pijl geeft de toenemende waarde van ! aan. De hoek is negatief in uurwijzerszin.
Schets nu bij wijze van oefening het Nyquist-diagram van 10/(1+2p), (zie vorige oefening).
Figuur 3.13 geeft de oplossing.
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3.9 Het Nyquist-diagram

Men kan het Nyquist-diagram ook opbouwen door voor elke pulsatie ! een vector met
lengte M uit te zetten onder een hoek '.

Figuur 3.11 geeft de algemeenheden van het Nyquist-diagram weer. De positieve zin
voor de hoek ' is tegenuurwijzerszin. De getekende hoek is bijgevolg negatief.
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Figuur 3.11: Het Nyquist-diagram

Om het Nyquist-diagram van het eerste orde systeem te tekenen bepalen we eerst enkele
punten

! = 0 ! <e = K =m = 0 M = K ' = 0�

! = 1/⌧ ! <e = K/2 =m = �K/2 M = K
p

2/2 ' = �45�

! =1 ! <e = 0 =m = 0 M = 0 ' = �90�

Men kan wiskundig afleiden dat het Nyquist-diagram voor het eerste orde systeem in
feite een halve cirkel is. Zie figuur 3.12.

w = 0j = - 45∞
Kw = •

w = 1 / t
¬e

¡m
K/2

K/2
Figuur 3.12: Nyquiqst-diagram van het eerste orde systeem

De pijl geeft de toenemende waarde van ! aan. De hoek is negatief in uurwijzerszin.
Schets nu bij wijze van oefening het Nyquist-diagram van 10/(1+2p), (zie vorige oefening).
Figuur 3.13 geeft de oplossing.
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Systeemdiagram eerste orde systeem (7) 
•  Nyquist-diagram (3) 

–  voorbeeld: 

3.8 Het Bode-diagram van het eerste orde systeem
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Figuur 3.9: Bode-diagram van het eerste orde systeem

Het asymptotisch amplitudegedeelte van het Bode-diagram bestaat uit twee asympto-
ten. Het werkelijke verloop is rakend aan de asymptoten en heeft in het breekpunt (bij de
breekpulsatie) een afwijking van -3 dB. Figuur 3.9 geeft het volledige Bode-diagram. Het
faseverloop volgt rechtstreeks uit de formule die de faseverschuiving beschrijft i.f.v. !. De
faseverschuiving is nul bij ! = 0, is �45� bij ! = 1/⌧ en wordt �90� voor ! gaande naar
1. Merk op dat ! =1 en ! = 0 op een logaritmische schaal de limietwaarden vormen.

Voorbeeld : Teken het Bode-diagram van het volgende eerste orde systeem:

G(p) =
10

2p + 1

Gegeven: ⌧ = 2 sec en K = 10.

Bepaal eerst de breekpulsatie !
k

= 1/⌧ = 1/2 rad/sec = 0,5 rad/sec (Let op de eenheid!)

• Teken een horizontale die de verticale as snijdt in 20log(K) = 20 dB;

• Teken een rechte met helling -20dB/dekade die de vorige horizontale rechte snijdt bij
de breekpulsatie;

• Teken het punt dat 3 dB lager ligt dan het snijpunt van de twee rechten;

• Teken tenslotte een vloeiende lijn door dit punt en rakend aan de twee rechten.

• Teken nu het faseverloop onder het amplitudeverloop. Duid hiervoor het punt aan
waarbij de fase �45� wordt, en teken hierdoor een vloeiende curve beginnend bij nul
en eindigend bij �90� .
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3 Systemen van eerste orde
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Figuur 3.13: Het Nyquist-diagram van 10/(1 + 2p)

3.10 Het Black- of Nichols-diagram

In het Black- of Nichols-diagram wordt de versterking A (in dB) uitgezet in functie van
de faseverschuiving ' (in graden). Zoals bij het Nyquist-diagram tekent men enkel het
kwadrant waar de TF betrekking op heeft. In dit geval kwadrant 3. Zie figuur 3.14.

-90∞ -45∞
-3dB

j [∞]A [dB]

-6dB
-9dB

w = 1/t
w = 0

w = •
Figuur 3.14: Black- of Nichols-diagram van het eerste orde systeem met K = 1

Ook het Black-diagram wordt gegradueerd naar de pulsatie !. Dit wil zeggen dat we bij
enkele set van punten (versterking, faseverschuiving) de (bijbehorende) pulsatie aangeven.

3.11 Het nulpunten-polen-diagram

De nulpunten van een systeem zijn de nulpunten van de teller van de transfertfunctie. De
polen van een systeem zijn de nulpunten van de noemer van de transfertfunctie.
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Systeemdiagram eerste orde systeem (8) 
•  Black- of Nichols-diagram 

–  amplitude- (in dB) vs. faserespons 
–  voorbeeld eerste orde systeem met K = 1 

3 Systemen van eerste orde
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Figuur 3.13: Het Nyquist-diagram van 10/(1 + 2p)

3.10 Het Black- of Nichols-diagram

In het Black- of Nichols-diagram wordt de versterking A (in dB) uitgezet in functie van
de faseverschuiving ' (in graden). Zoals bij het Nyquist-diagram tekent men enkel het
kwadrant waar de TF betrekking op heeft. In dit geval kwadrant 3. Zie figuur 3.14.

-90∞ -45∞
-3dB

j [∞]A [dB]

-6dB
-9dB

w = 1/t
w = 0
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Figuur 3.14: Black- of Nichols-diagram van het eerste orde systeem met K = 1

Ook het Black-diagram wordt gegradueerd naar de pulsatie !. Dit wil zeggen dat we bij
enkele set van punten (versterking, faseverschuiving) de (bijbehorende) pulsatie aangeven.

3.11 Het nulpunten-polen-diagram

De nulpunten van een systeem zijn de nulpunten van de teller van de transfertfunctie. De
polen van een systeem zijn de nulpunten van de noemer van de transfertfunctie.
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Systeemdiagram eerste orde systeem (8) 
•  nulpunten-polen-diagram (1) 

–  nulpunten = wortels teller TF (o) 
–  polen = wortels noemer TF (x) 
–  nulpunten-polen-diagram = nulpunten/polen in complexe vlak 
–  eerste orde systeem: 

3.11 Het nulpunten-polen-diagram

Het nulpunten-polen-diagram geeft de nulpunten en de polen van het systeem weer,
getekend in het complex vlak. Een nulpunt wordt aangeduid met een ‘o’ en een pool met
een ‘x’. Zoals bij de staprespons gezien is, bepalen de polen het transiënt gedrag van het
systeem. Elke (reële) pool a komt overeen met een exponentieel tijdgedrag:

1

p� a
! eat.

• Indien a positief is dan wordt de exponentiële functie steeds groter. Het ‘transiënt’
gedrag sterft niet uit of het systeem is instabiel.

• Indien a negatief is dan sterft de ‘reactie’ vanzelf uit, zodat het systeem stabiel
is. (Met reactie bedoelen we de uitgang als respons op een willekeurige ingang bij-
voorbeeld ruis). Naarmate a meer negatief is, zal het overgangsverschijnsel vlugger
uitsterven.

• Indien a = 0, dan bevindt het systeem zich op de rand van de stabiliteit. Het
overgangsverschijnsel sterft niet uit en wordt ook niet noodzakelijk oneindig groot.

De ligging van de polen en de nulpunten geeft dus informatie over de vorm van de
transfertfunctie en over het tijdgedrag van het systeem. Figuur 3.15 geeft het nulpunten-
polen-diagram van het eerste orde systeem.

x

-1/tK1 + pt
¡

¬
Figuur 3.15: Nulpunten-polen-diagram van het eerste orde systeem

Merk op dat 1/⌧ de breekpulsatie is uitgedrukt in rad/sec en dat �1/⌧ de pool is van
het eerste orde systeem. Figuur 3.16 geeft het verband tussen de ligging van de pool en
het transiënt gedrag.

x x x x x x

t

t t t

tt
Stabiele reactie Instabiele reactie

Rand van de stabiliteit

¡
¬

Figuur 3.16: Verband tussen het nulpunten-polen-diagram en het transiënt gedrag

In de volgende paragrafen worden Bode-, Nyquist- Black- en nulpunten-polen-
diagrammen gegeven voor het eerste orde systeem met di↵erentiërende werking, de in-
tegrator, de di↵erentiator en het ‘omgekeerde eerste orde systeem’. De figuren volgen
allemaal uit de transfertfunctie op een analoge wijze als in de voorgaande paragrafen.
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Systeemdiagram eerste orde systeem (9) 
•  nulpunten-polen-diagram (2) 

–  ligging polen bepaalt transiënt gedrag systeem: 
•  a < 0: stabiel systeem (transiënt gedrag sterft uit) 
•  a = 0: marginaal stabiel systeem (transiënt gedrag blijft) 
•  a > 0: instabiel systeem (transiënt neemt toe) 

3.11 Het nulpunten-polen-diagram

Het nulpunten-polen-diagram geeft de nulpunten en de polen van het systeem weer,
getekend in het complex vlak. Een nulpunt wordt aangeduid met een ‘o’ en een pool met
een ‘x’. Zoals bij de staprespons gezien is, bepalen de polen het transiënt gedrag van het
systeem. Elke (reële) pool a komt overeen met een exponentieel tijdgedrag:

1

p� a
! eat.

• Indien a positief is dan wordt de exponentiële functie steeds groter. Het ‘transiënt’
gedrag sterft niet uit of het systeem is instabiel.

• Indien a negatief is dan sterft de ‘reactie’ vanzelf uit, zodat het systeem stabiel
is. (Met reactie bedoelen we de uitgang als respons op een willekeurige ingang bij-
voorbeeld ruis). Naarmate a meer negatief is, zal het overgangsverschijnsel vlugger
uitsterven.

• Indien a = 0, dan bevindt het systeem zich op de rand van de stabiliteit. Het
overgangsverschijnsel sterft niet uit en wordt ook niet noodzakelijk oneindig groot.

De ligging van de polen en de nulpunten geeft dus informatie over de vorm van de
transfertfunctie en over het tijdgedrag van het systeem. Figuur 3.15 geeft het nulpunten-
polen-diagram van het eerste orde systeem.
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Figuur 3.15: Nulpunten-polen-diagram van het eerste orde systeem

Merk op dat 1/⌧ de breekpulsatie is uitgedrukt in rad/sec en dat �1/⌧ de pool is van
het eerste orde systeem. Figuur 3.16 geeft het verband tussen de ligging van de pool en
het transiënt gedrag.
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Figuur 3.16: Verband tussen het nulpunten-polen-diagram en het transiënt gedrag

In de volgende paragrafen worden Bode-, Nyquist- Black- en nulpunten-polen-
diagrammen gegeven voor het eerste orde systeem met di↵erentiërende werking, de in-
tegrator, de di↵erentiator en het ‘omgekeerde eerste orde systeem’. De figuren volgen
allemaal uit de transfertfunctie op een analoge wijze als in de voorgaande paragrafen.
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systeem. Elke (reële) pool a komt overeen met een exponentieel tijdgedrag:

1

p� a
! eat.

• Indien a positief is dan wordt de exponentiële functie steeds groter. Het ‘transiënt’
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Les 3: Systemen van eerste orde 
•  Systemen van eerste orde [Baeten, SYST, Hoofdstuk 3] 

–  Inleiding & Voorbeeld 
–  Transferfunctie van eerste orde systeem 
–  Systeemrespons van eerste orde systeem 
–  Systeemdiagram van eerste orde systeem 
–  Bijzondere eerste orde systemen 

•  Eerste orde met differentiërende werking 
•  Zuivere integrator 
•  Zuivere differentiator 
•  “Omgekeerd” eerste orde systeem 

–  Samenvatting 



Bijzondere eerste orde systemen (1) 
•  Eerste orde systeem met differentiërende werking (1) 

–  voorbeeld: RC-kring 

–  stap- en ramprespons 

3 Systemen van eerste orde

3.12 Eerste orde met di↵erentiërende werking

Neem als voorbeeld de CR-kring uit figuur 3.17. De transfertfunctie hiervoor is

V VR
C ~ pC1/

in uit
Figuur 3.17: Voorbeeld: 1e orde systeem met di↵erentiërende werking: CR-kring

V
uit

V
in

=
RCp

RCp + 1
=

⌧p

⌧p + 1
met ⌧ = RC [sec] .

De statische versterking K voor deze kring is gelijk aan 1. Figuur 3.18 geeft de eenheids-
staprespons en de ramprespons . Figuur 3.19 geeft het Bode-, Nyquist- en Black-diagram.

Ingang = mt ~
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Figuur 3.18: Stap- en ramprespons van een systeem met di↵erentiërende werking
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Figuur 3.19: Frequentiediagrammen voor eerste orde systeem met di↵erentiërende werking
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Bijzondere eerste orde systemen (2) 
•  Eerste orde systeem met differentiërende werking (2) 

–  voorbeeld: RC-kring 

–  frequentiediagrammen 

3 Systemen van eerste orde
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Bijzondere eerste orde systemen (3) 
•  Zuivere integrator (1) 

–  voorbeeld: vloeistofreservoir 

–  stap- en impulsrespons 

3.13 De zuivere integrator

3.13 De zuivere integrator

Als voorbeeld nemen we een vloeistofreservoir. Zie figuur 3.20.

F ( )t h t( )

A
r

F = constant ingangsdebiet  [kg/s]h = hoogte van de vloeistof  [m]A = oppervlakte van het reservoir  [m  ]r = soortelijke massa [ kg/m  ]

in

in

2

3

Figuur 3.20: Het vloeistofreservoir als voorbeeld van een zuivere integrator

Het instromend water zal een verandering van de hoogte veroorzaken. We schrijven:

�
in

(t) = ⇢A
dh(t)

dt
of

H(p)

�
in

(p)
=

1

⌧p
met ⇢A = ⌧ [sec]

De uitgang van de integrator is het gëıntegreerde (of ’continu opgetelde’) ingangssignaal.
De transfertfunctie is

TF
integrator

=
1

p⌧
i

. (3.7)

De staprespons van de integrator is een lineair stijgende lijn. De impulsrespons van de
integrator is een stap. Zie figuur 3.21.

Staprespons =  t /t
Impulsrespons = 1/t

tijdtijd

1

t
1/t

(Ingang = stap met grootte 1)

(Ingang = Impuls met oppervlakte 1)

i

i

i

i

Figuur 3.21: Stap- en impulsrespons van de integrator

De frequentierespons vinden we weerom door p te vervangen door j!.

G
i

(j!) = �j
1

!⌧
i

! M =
1

!⌧
i

en ' = �90�

! <e = 0 en =m = � 1

!⌧
i

Figuur 3.22 geeft het Bode-, het Nyquist- en het nulpunten-polen diagram van de
integrator.
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Bijzondere eerste orde systemen (4) 
•  Zuivere integrator (2) 

–  frequentierespons 

–  frequentiediagrammen 
3 Systemen van eerste orde

w
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Bode Nyquist Black1/t
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w = •
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Figuur 3.22: Frequentierespons van de integrator

3.14 De zuivere di↵erentiator

De uitgang van de di↵erentiator is de afgeleide van het ingangssignaal. De transfertfunctie
is

TF
differentiator

= p⌧
d

. (3.8)

Een benaderend voorbeeld van een zuivere di↵erentiator is een drukvat. Zie figuur 3.23.

F ( )t F = constant massadebiet  [kg/s]P t( ) P = druk in het vat  [N/m  ]C = Capacitiet van het vat  [ms  ]

Cuit

uit

2

2

Figuur 3.23: Het drukvat als voorbeeld van een zuivere di↵erentiator

Voor dit systeem geldt

�
uit

(t) = C
dP (t)

dt
! �

uit

(p)

P (p)
= pC = p⌧

d

.

Dit geeft inderdaad de TF van de di↵erentiator. De staprespons van de di↵erentiator is
een impuls. De impulsrespons van de di↵erentiator is oneindig en heeft geen betekenis.
Figuur 3.24 geeft de staprespons weer.

Staprespons

tijd

Ingang = stap met grootte 1

Impuls met opp.= t
d

Figuur 3.24: Staprespons van de di↵erentiator

De frequentierespons vinden we weerom door p te vervangen door j!.

G
d

(j!) = j!⌧
d

! M = !⌧
d

en ' = 90�

! <e = 0 en =m = !⌧
d

.

Figuur 3.25 geeft het Bode-, het Nyquist- en Black-diagram van de di↵erentiator.
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Figuur 3.21: Stap- en impulsrespons van de integrator

De frequentierespons vinden we weerom door p te vervangen door j!.

G
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i

! M =
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en ' = �90�
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i

Figuur 3.22 geeft het Bode-, het Nyquist- en het nulpunten-polen diagram van de
integrator.
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Bijzondere eerste orde systemen (5) 
•  Zuivere differentiator (1) 

–  voorbeeld: drukvat 

–  staprespons 

–  impulsrespons = ∞ 

3 Systemen van eerste orde
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Figuur 3.22: Frequentierespons van de integrator

3.14 De zuivere di↵erentiator

De uitgang van de di↵erentiator is de afgeleide van het ingangssignaal. De transfertfunctie
is

TF
differentiator

= p⌧
d

. (3.8)

Een benaderend voorbeeld van een zuivere di↵erentiator is een drukvat. Zie figuur 3.23.

F ( )t F = constant massadebiet  [kg/s]P t( ) P = druk in het vat  [N/m  ]C = Capacitiet van het vat  [ms  ]
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Figuur 3.23: Het drukvat als voorbeeld van een zuivere di↵erentiator

Voor dit systeem geldt

�
uit

(t) = C
dP (t)

dt
! �

uit

(p)

P (p)
= pC = p⌧

d

.

Dit geeft inderdaad de TF van de di↵erentiator. De staprespons van de di↵erentiator is
een impuls. De impulsrespons van de di↵erentiator is oneindig en heeft geen betekenis.
Figuur 3.24 geeft de staprespons weer.
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Figuur 3.24: Staprespons van de di↵erentiator
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Figuur 3.25 geeft het Bode-, het Nyquist- en Black-diagram van de di↵erentiator.
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Bijzondere eerste orde systemen (6) 
•  Zuivere differentiator (2) 

–  frequentierespons 

–  frequentiediagrammen 
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3.15 Het ’omgekeerde’ eerste orde systeem
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Figuur 3.25: Frequentierespons van de di↵erentiator

3.15 Het ’omgekeerde’ eerste orde systeem

De transfertfunctie is

TF = 1 + ⌧
v

p. (3.9)

Dit systeem komt in feite nooit alleen voor. De transfertfunctie moet gezien worden als
een deel van de totale transfertfunctie van het gehele systeem. De staprespons heeft geen
directe betekenis en wordt derhalve niet besproken. De frequentierespons is wel belangrijk.
(We zullen later zien dat dit in feite de TF is van de ideale PD-regelaar).
Gelijkstelling van p met j! geeft:

G(j!) = 1 + j⌧
v

! ! <e = 1 =m = ⌧
v

!

M =
q

1 + (⌧
v

!)2 ' = bgtg (⌧!)
.

Figuur 3.26 geeft het Bode- en Nyquist-diagram overeenkomstig deze transfertfunctie.
Hierbij is vooral het Bode-diagram belangrijk. Voor zeer kleine pulsaties is de versterking
gelijk aan 1 of dus 0 dB, voor zeer grote pulsaties is de versterking gelijk aan ⌧! en neemt
ze dus evenredig toe met !.

w

w
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j [∞]90∞45∞ 1 w = 0
w = •

Bode

Nyquist3dB Werkelijk

Asymptotisch

0∞ ¬e
¡m1/t

1/t

w = 1/t

Figuur 3.26: Frequentierespons van het ’omgekeerde’ eerste orde systeem

Om het Bode-diagram van het omgekeerde eerste orde systeem te bekomen, moet men
het Bode-diagram van het eerste orde systeem spiegelen rond de pulsatie-as.
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Bijzondere eerste orde systemen (7) 
•  “Omgekeerd” eerste orde systeem: 

–  “ideale PD-regelaar” (zie later) 
–  komt enkel voor als onderdeel van groter systeem 

–  frequentiediagrammen 

3.15 Het ’omgekeerde’ eerste orde systeem
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Les 3: Systemen van eerste orde 
•  Systemen van eerste orde [Baeten, SYST, Hoofdstuk 3] 

–  Inleiding & Voorbeeld 
–  Transferfunctie van eerste orde systeem 
–  Systeemrespons van eerste orde systeem 
–  Systeemdiagram van eerste orde systeem 
–  Bijzondere eerste orde systemen 
–  Samenvatting 

•  Bode-diagram van willekeurig systeem 
•  Samenvatting nulpunten-polen-beeld 



Samenvatting (1) 
•  Bode-diagram van willekeurig systeem 

–  Bode-diagram systeem = som Bode-diagramma deelsystemen 

 
–  voorbeeld:  

3 Systemen van eerste orde

Mnemotechnisch trucje: Als p in de teller staat van de TF, zal het amplitude- en fase-
verloop naar ‘boven’ toe verlopen, als p in de noemer van de TF staat, zal het amplitude-
en faseverloop naar ‘onder’ toe verlopen.

3.16 Bode-diagram van een willekeurig systeem

Met de kennis over de Bode-diagrammen van de afzonderlijke stukken, waaruit de TF
bestaat, kan gemakkelijk het volledige Bode-diagram opgesteld worden. Neem bijvoorbeeld
een TF die bestaat uit drie stukken

G(p) =
A

B.C

Het Bode-diagram geeft de fase en de versterking:

20 log G(j!) = 20 log(
�� A

B.C

��) = 20 log |A| + 20 log(
�� 1

B

��) + 20 log(
�� 1

C

��)
\G(j!) = \( A

B.C

) = \A + \( 1

B

) + \( 1

C

)

Het totale Bode-diagram bestaat dus uit de som van de afzonderlijke Bode-diagrammen.
Teken daarom eerst deze afzonderlijke stukken en tel ze vervolgens op om de volledige
frequentierespons te bekomen.

p1
1+5p

wj [∞]

A [dB]

0,1

0,2

1

0,1

1-90∞0∞90∞

10

1+10p1

Som

Som

0,2

[r/s]

w
[r/s]

Figuur 3.27: Oefening

• Voorbeeld Teken het Bode-diagram van G(p) =
(1 + 5p)

p(1 + 10p)
. Teken eerst de afzonder-

lijke stukken overeenkomstig

(1 + 5p) ,
1

(1 + 10p)
en

1

p

en tel deze vervolgens op. Figuur 3.27 geeft enkel het asymptotisch verloop. Het
werkelijk verloop is natuurlijk vloeiender en wordt weergegeven in figuur 3.28.
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Figuur 3.27: Oefening

• Voorbeeld Teken het Bode-diagram van G(p) =
(1 + 5p)

p(1 + 10p)
. Teken eerst de afzonder-

lijke stukken overeenkomstig
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p

en tel deze vervolgens op. Figuur 3.27 geeft enkel het asymptotisch verloop. Het
werkelijk verloop is natuurlijk vloeiender en wordt weergegeven in figuur 3.28.
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Mnemotechnisch trucje: Als p in de teller staat van de TF, zal het amplitude- en fase-
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Samenvatting (2) 
•  Samenvatting nulpunten-polen-beeld 3 Systemen van eerste orde
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(*) Zie later.
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Figuur 3.29: Samenvatting : Nulpunten-polen-beeld of nulpunten-polen-diagram
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Figuur 3.30: Oefening : a) elektrisch voorbeeld; b) mechanisch voorbeeld

3.19 Bewijs “p = j!”

Om aan te tonen dat “p = j!”2, berekenen we de respons het eerste orde systeem op een
sinus.

2
p is in het algemeen een complex getal. Te stellen dat “p = j!” houdt in dat het overgangsverschijnsel

verwaarloosd wordt om zo enkel de regimerespons over te houden. p is dus niet identiek gelijk aan “p = j!”
maar door de gelijkstelling kan wel de frequentierespons op eenvoudige wijze berekend worden.
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