
Regeltechniek 
 
Les 2: Signaaltransformaties 

Prof. dr. ir. Toon van Waterschoot 
 
Faculteit Industriële Ingenieurswetenschappen 
ESAT – Departement Elektrotechniek 
KU Leuven, Belgium 



Regeltechniek: Tijdschema Hoorcolleges 
•  Hoorcolleges: maandag 8:25 – 10:25 

–  29/09: Les 1 
–  06/10: Les 2 
–  13/10: Les 3 
–  20/10: geen les 
–  27/10: Les 4 
–  03/11: Les 5 
–  10/11: geen les 
–  17/11: Les 6 
–  24/11: Les 7 
–  01/12: Les 8 & 10 
–  08/12: Les 9 
–  15/12: Les 11 



Regeltechniek: Vakinhoud 
•  Deel 1: Systeemtheorie 

–  Les 1: Inleiding en modelvorming 
–  Les 2: Signaaltransformaties 
–  Les 3: Systemen van eerste orde 
–  Les 4: Systemen van tweede & hogere orde en met dode tijd 

•  Deel 2: Analoge regeltechniek 
–  Les 5: De regelkring 
–  Les 6: Het wortellijnendiagram 
–  Les 7: De klassieke regelaars 
–  Les 8: Voorbeelden en toepassingen 
–  Les 9: Systeemidentificatie en regelaarsinstelling 
–  Les 10: Speciale regelstructuren 
–  Les 11: Niet-lineaire regeltechniek & aan-uit regelaars 
 

 



Les 2: Signaaltransformaties 
•  De Laplace-transformatie [Baeten, SYST, Hoofdstuk 2] 

–  Inleiding 
–  Definitie 
–  Voorbeelden 
–  Eigenschappen 
–  De inverse Laplace-transformatie 
–  Laplace-transformatie bij analyse van continue systemen 
–  Transformatietabel 

•  Fourier-transformatie en -reeksontwikkeling      
[Baeten, SYST, Hoofdstuk 6] 
–  Fourier-transformatie 
–  Fourier-reeksontwikkeling 



Inleiding (1) 
•  Differentiaalvergelijkingen 

–  “klassieke” beschrijving gedrag/evolutie van systeem (in tijd) 
–  verband tussen ingangs- en uitgangssignalen van systeem 
–  voorbeeld: elektrische capaciteit 

•  Transfertfunctie (TF) 
–  “beknopte” beschrijving van systeemgedrag 
–  algebraisch verband tussen ingangs- en uitgangssignalen 

van systeem (= zonder afgeleiden of integralen) 

Hoofdstuk 2

De Laplace-transformatie

2.1 Inleiding

Het gedrag of de evolutie van een systeem (in de tijd) wordt klassiek beschreven met behulp
van di↵erentiaalvergelijkingen welke een verband leggen tussen ingangs- en uitgangssignaal
(of signalen) van het systeem. Bijvoorbeeld, voor een capaciteit C met als ingang de stroom
i(t) en als uitgang de spanning V (t) is de beschrijvende di↵erentiaalvergelijking:

V (t) = V (0) +
1

C

tZ

0

i(t)dt.

Een meer beknopte beschrijving van een systeem is de transfertfunctie (TF). Deze geeft
het verband tussen ingang en uitgang van het systeem weer als een algebräısche vergelijking
(dit is zonder afgeleiden of integralen). Om tot de gezochte TF te komen moeten we de
Laplace-transformatie (welk een integraaltransformatie is) toepassen.

Naast het bekomen van de TF laat het gebruik van de Laplace-transformatie ook toe
om di↵erentiaalvergelijkingen op een alternatieve manier op te lossen. Zoals we later zullen
zien, verschaft de Laplace-transformatie bovendien inzicht in de frequentie-eigenschappen
van een systeem.

2.2 Definitie

De Laplace-getransformeerde van een functie f(t) wordt gedefinieerd als:

F (p) = L {f(t)} =

1Z

0

f(t)e�ptdt (2.1)

op voorwaarde dat deze integraal bestaat (of dat de functie f(t)e�pt convergeert).
De invers Laplace-getransformeerde is:

f(t) = L�1 {F (p)} =
1

2⇡j

a+j1Z

a�j1

F (p)eptdp (2.2)

3



Inleiding (2) 

•  Laplace-transformatie 
= integraaltransformatie 
–  zet differentiaalvergelijking om in transfertfunctie 
–  kan gebruikt worden om differentiaalvergelijkingen op te 

lossen 
–  geeft inzicht in frequentie-gedrag van systeem 

           Laplace-transformatie 
Differentiaalvergelijking     Transfertfunctie 
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Definitie (1) 
•  Laplace-transformatie 

–  Laplace-getransformeerde van functie  

–  p = Laplace-variabele 
–  enkel gedefinieerd als                convergeert  
–  eenzijdige Laplace-transformatie veronderstelt         causaal: 
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f(t) = 0, t < 0



Definitie (2) 
•  Inverse Laplace-transformatie 

–  invers Laplace-getransformeerde van functie  

–  integraal langs verticale lijn (                  ) in complexe vlak 
–  enkel gedefinieerd als               tweezijdig convergeert  

•  Laplace-transformatiepaar 
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Re(p) = a
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3f(t) $ F (p)
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Voorbeelden (1) 
•  Dirac-impuls 

–  definitie Dirac-impuls: 

–  oppervlak onder functie kan niet worden berekend (resultaat                 
        is onbepaald) en wordt daarom gedefinieerd als 

–  Laplace-getransformeerde: 

2 De Laplace-transformatie

Bovenstaande formules geven in feite de eenzijdige Laplace-transformatie weer. Dit wil
zeggen dat de integraal enkel genomen wordt voor positieve tijden in de veronderstelling
dat de functie f(t) een causale functie is. Causale functies bestaan enkel voor positieve
tijden en zijn nul voor negatieve tijden. (Indien op tijdstip t = 0 een Dirac-impuls optreedt
(zie verder) moet als ondergrens voor de integraal 0� genomen worden.)

Indien F (p) de Laplace-getransformeerde is van f(t) (en dus f(t) de invers Laplace-
getransformeerde van F (p)) dan vormen deze beide functies een transformatiepaar. We
stellen dit schematisch voor als:

f(t)$ F (p)

2.3 De Laplace-getransformeerde van enkele functies

Deze paragraaf past de Laplace-transformatie toe op enkele eenvoudige functies. Er wordt
niet naar gestreefd om een wiskundig zo correct mogelijke afleiding te geven, doch eerder
om op een eenvoudige, soms intüıtieve wijze tot de correcte oplossing te komen.

• De Dirac-impuls: f(t) = �(t). De Dirac-impuls wordt gedefinieerd als een functie die
0 is, voor alle tijdstippen verschillend van 0, en 1 voor t = 0:

�(t) =

(
1 voor t = 0,

0 voor t 6= 0.
(2.3)

Het oppervlak van (of onder) deze functie is in principe 0 ·1 of onbepaald. Per
definitie stellen we echter dat het oppervlak onder de puls 1 is:

1Z

�1

�(t)dt =

0

+Z

0

�

�(t)dt ⌘ 1

De Laplace-getransformeerde van de Dirac-impuls wordt dan:

L{�(t)} =

1Z

0

�(t)e�ptdt =

0

+Z

0

�

�(t)e�p·0dt +

1Z

0

+

0 · e�ptdt = 1 + 0 (2.4)

Bijgevolg is de Dirac-impuls het tijdsignaal dat overeenstemt met de eenheid in het
Laplace-domein:

�(t)$ 1

• Stap: f(t) = a (met a een constant reëel getal)

L{f(t)} = L{a} =

1Z

0

ae�ptdt = a


e�pt

�p

�1

0

=
a

p

op voorwaarde dat p > 0.

4 Johan Baeten
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Voorbeelden (2) 
•  Stapfunctie 

–  definitie stapfunctie: 

–  bij eenzijdige Laplace-transformatie kunnen we stapfunctie 
als constante functie beschouwen: 

 
–  Laplace-getransformeerde is enkel gedefinieerd voor           
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Voorbeelden (3) 
•  Exponentiële functie 

–  definitie:                  met a constant reëel getal 
–  Laplace-transformatie: 

–  Laplace-getransformeerde is enkel gedefinieerd voor           

2.3 De Laplace-getransformeerde van enkele functies

• Exponentiële: f(t) = eat (met a een constant reëel getal)
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
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• f(t) = tn (bv. met n = 2 parabolisch of kwadratisch)
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• Cosinus: f(t) = cos at
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De overgang van vergelijking 2.5 naar vergelijking 2.6 stemt overeen met vergelij-
king 2.13. Het tweede gedeelte van vergelijking 2.7 lossen we nu op dezelfde wijze
op:
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L{cos at} (2.8)

Johan Baeten 5

2.3 De Laplace-getransformeerde van enkele functies
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Voorbeelden (4) 
•  Talud- of rampfunctie 

–  definitie:                   
–  Laplace-transformatie: 

 
–  Laplace-getransformeerde is enkel gedefinieerd voor            

•  Veeltermfunctie 
–  definitie:                   
–  Laplace-transformatie: 

 
–  enkel gedefinieerd voor            

2.3 De Laplace-getransformeerde van enkele functies
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0

sin at d

✓
e�pt

�p

◆

=


sin at e�pt

�p

�1

0

�
1Z

0

(a cos at)
e�pt

�p
dt

=
a

p

1Z

0

cos at e�ptdt =
a

p
L{cos at} (2.8)
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2 De Laplace-transformatie

Bovenstaande formules geven in feite de eenzijdige Laplace-transformatie weer. Dit wil
zeggen dat de integraal enkel genomen wordt voor positieve tijden in de veronderstelling
dat de functie f(t) een causale functie is. Causale functies bestaan enkel voor positieve
tijden en zijn nul voor negatieve tijden. (Indien op tijdstip t = 0 een Dirac-impuls optreedt
(zie verder) moet als ondergrens voor de integraal 0� genomen worden.)

Indien F (p) de Laplace-getransformeerde is van f(t) (en dus f(t) de invers Laplace-
getransformeerde van F (p)) dan vormen deze beide functies een transformatiepaar. We
stellen dit schematisch voor als:

f(t)$ F (p)

2.3 De Laplace-getransformeerde van enkele functies

Deze paragraaf past de Laplace-transformatie toe op enkele eenvoudige functies. Er wordt
niet naar gestreefd om een wiskundig zo correct mogelijke afleiding te geven, doch eerder
om op een eenvoudige, soms intüıtieve wijze tot de correcte oplossing te komen.

• De Dirac-impuls: f(t) = �(t). De Dirac-impuls wordt gedefinieerd als een functie die
0 is, voor alle tijdstippen verschillend van 0, en 1 voor t = 0:

�(t) =

(
1 voor t = 0,

0 voor t 6= 0.
(2.3)

Het oppervlak van (of onder) deze functie is in principe 0 ·1 of onbepaald. Per
definitie stellen we echter dat het oppervlak onder de puls 1 is:

1Z

�1

�(t)dt =

0

+Z

0

�

�(t)dt ⌘ 1

De Laplace-getransformeerde van de Dirac-impuls wordt dan:

L{�(t)} =

1Z

0

�(t)e�ptdt =

0

+Z

0

�

�(t)e�p·0dt +

1Z

0

+

0 · e�ptdt = 1 + 0 (2.4)

Bijgevolg is de Dirac-impuls het tijdsignaal dat overeenstemt met de eenheid in het
Laplace-domein:

�(t)$ 1

• Stap: f(t) = a (met a een constant reëel getal)

L{f(t)} = L{a} =

1Z

0

ae�ptdt = a


e�pt

�p

�1

0

=
a

p

op voorwaarde dat p > 0.
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L{f(t)} = L{a} =

1Z

0

ae�ptdt = a


e�pt

�p

�1

0

=
a

p

op voorwaarde dat p > 0.

4 Johan Baeten

t $ 1

p2

tn $ n!

pn+1



Voorbeelden (5) 
•  Sinusoidale functie 

–  definities: 

–  Laplace-getransformeerden kunnen berekend worden via 
dubbele partiële integratie 

2 De Laplace-transformatie

De overblijvende integraal in vergelijking 2.8 is per definitie de Laplace-
getransformeerde van cos at. Substitutie van vergelijking 2.8 in 2.7 levert:

L{cos at} =
1

p
� a2

p2

L{cos at}

of

L{cos at} =
p

p2 + a2

. 4 (2.9)

• De Laplace-getransformeerde van een sinus, f(t) = sin at, kan op analoge wijze als
die van de cosinus afgeleid worden. L{sin at} volgt echter rechtstreeks uit vergelij-
kingen 2.8 en 2.9:

L{sin at} =

1Z

0

sin at e�ptdt =
a

p
L{cos at} =

a

p2 + a2

. (2.10)

2.4 Eigenschappen

2.4.1 Lineariteit

De Laplace-transformatie is lineair omdat de som en de vermenigvuldiging lineair zijn of:

L {a.f (t) + b.g (t)} = a.L {f (t)} + b.L {g (t)} = aF (p) + bG(p) (2.11)

met a en b willekeurige constanten.

Bijvoorbeeld:

L{cosh at} = L{eat + e�at

2
} =

1

2
L{eat} +

1

2
L{e�at} =

1

2


1

p� a
+

1

p + a

�
=

p

p2 � a2

op voorwaarde dat p > |a|. Verifieer zelf op analoge wijze dat L{sinh at} = a/(p2 � a2)
wetende dat sinh at = (eat � e�at)/2.

2.4.2 Di↵erentiatietheorema

De Laplace-getransformeerde van de afgeleide functie is gelijk aan de Laplace-
getransformeerde van die functie vermenigvuldigd met p minus de beginvoorwaarde.

Indien f(t)$ F (p) dan
df(t)

dt
$ pF (p)� f(o). (2.12)

Kortweg zeggen we: “Afleiden komt overeen met een vermenigvuldiging met p”. Het bewijs
voor deze zeer belangrijke eigenschap maakt gebruik van volgende vergelijking:

bZ

a

f 0gdt = fg|b
a

�
bZ

a

fg0dt. (2.13)
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2.3 De Laplace-getransformeerde van enkele functies

• Exponentiële: f(t) = eat (met a een constant reëel getal)

L{eat} =

1Z

0

eate�ptdt =

1Z

0

e(a�p)tdt =


e(a�p)t

a� p

�1

0

=
1

p� a

op voorwaarde dat p > a.

• Talud of ‘ramp’: f(t) = t

L{t} =

1Z

0

te�ptdt =

1Z

0

td

✓
e�pt

�p

◆
=


� t

p
e�pt

�1

0

+
1

p

1Z

0

e�ptdt = 0+
1

p


e�pt

�p

�1

0

=
1

p2

op voorwaarde dat p > 0.

• f(t) = tn (bv. met n = 2 parabolisch of kwadratisch)

L{tn} =
n!

pn

1Z

0

e�ptdt =
n!

pn+1

op voorwaarde dat p > 0 (zonder bewijs).

• Cosinus: f(t) = cos at

L{cos at} =

1Z

0

cos at e�ptdt =

1Z

0

cos at d

✓
e�pt

�p

◆
(2.5)

=


cos at e�pt

�p

�1

0

�
1Z

0

(�a sin at)
e�pt

�p
dt (2.6)

=
1

p
� a

p

1Z

0

sin at e�ptdt. (2.7)

De overgang van vergelijking 2.5 naar vergelijking 2.6 stemt overeen met vergelij-
king 2.13. Het tweede gedeelte van vergelijking 2.7 lossen we nu op dezelfde wijze
op:

1Z

0

sin at e�ptdt =

1Z

0

sin at d

✓
e�pt

�p

◆

=


sin at e�pt

�p

�1

0

�
1Z

0

(a cos at)
e�pt

�p
dt

=
a

p

1Z

0

cos at e�ptdt =
a

p
L{cos at} (2.8)
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Les 2: Signaaltransformaties 
•  De Laplace-transformatie [Baeten, SYST, Hoofdstuk 2] 
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Eigenschappen (1) 
•  Lineariteit 

–  Laplace-getransformeerde van gescaleerde functie = 
gescaleerde Laplace-getransformeerde 

–  Laplace-getransformeerde van som van functies =            
som van Laplace-getransformeerden 

met a, b willekeurige constanten 
–  lineariteit kan gebruikt worden om Laplace-transformatie te 

berekenen voor functies waar Laplace-integraal moeilijk te 
berekenen is, bv. 

met 

2 De Laplace-transformatie

De overblijvende integraal in vergelijking 2.8 is per definitie de Laplace-
getransformeerde van cos at. Substitutie van vergelijking 2.8 in 2.7 levert:

L{cos at} =
1

p
� a2

p2

L{cos at}

of

L{cos at} =
p

p2 + a2

. 4 (2.9)

• De Laplace-getransformeerde van een sinus, f(t) = sin at, kan op analoge wijze als
die van de cosinus afgeleid worden. L{sin at} volgt echter rechtstreeks uit vergelij-
kingen 2.8 en 2.9:
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wetende dat sinh at = (eat � e�at)/2.

2.4.2 Di↵erentiatietheorema

De Laplace-getransformeerde van de afgeleide functie is gelijk aan de Laplace-
getransformeerde van die functie vermenigvuldigd met p minus de beginvoorwaarde.

Indien f(t)$ F (p) dan
df(t)

dt
$ pF (p)� f(o). (2.12)

Kortweg zeggen we: “Afleiden komt overeen met een vermenigvuldiging met p”. Het bewijs
voor deze zeer belangrijke eigenschap maakt gebruik van volgende vergelijking:

bZ

a

f 0gdt = fg|b
a

�
bZ

a

fg0dt. (2.13)

6 Johan Baeten

2 De Laplace-transformatie
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Eigenschappen (2) 
•  Differentiatietheorema 

–  Laplace-getransformeerde van afgeleide functie = 
vermenigvuldiging met p in Laplace-domein: 

–  Bewijs: zie cursustekst 
–  Voorbeeld: Laplace-getransformeerde van sinus berekenen 

op basis van Laplace-transformatie van cosinus 

2 De Laplace-transformatie
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L{cos at} =
1

p
� a2

p2

L{cos at}

of
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p

p2 + a2

. 4 (2.9)
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1Z

0
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a

p
L{cos at} =

a

p2 + a2

. (2.10)
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2
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1

2
L{eat} +

1

2
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1

2


1

p� a
+

1

p + a

�
=

p

p2 � a2
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2.4 Eigenschappen

De functie g is nu e�pt of

L{f 0(t)} =

1Z

0

f 0(t)e�ptdt = f(t)e�pt|1
0

�
1Z

0

f(t)e�pt(�p)dt

= f(1)e�p1 � f(0) + p

1Z

0

f(t)e�ptdt.

De Laplace-getransformeerde L{f 0(t)} bestaat op voorwaarde dat f(t) van exponentiële
orde is of met andere woorden dat f(1)e�p1 = 0 en is

L{f 0(t)} = pL{f(t)}� f(0). 4

Voor een tweede afgeleide vinden we door herhaaldelijk toepassen van eigenschap 2.12

L{f 00(t)} = pL{f 0(t)}� f 0(0)

= p[pF (p)� f(0)]� f 0(0)

= p2F (p)� pf(0)� f 0(0).

Voor een hogere orde afgeleide wordt dit

dnf(t)

dtn
$ pnF (p)� pn�1f(o)� pn�2

df(0)

dt
� · · ·� dn�1f(0)

dtn�1

.

Bijvoorbeeld: om de Laplace-getransformeerde van een sinus te berekenen in de veron-
derstelling dat we deze voor een cosinus reeds kennen, kunnen we het afleidingstheorema
op de volgende wijze gebruiken

d cos at

dt
= �a sin at of sin at = �1

a

d cos at

dt

Toepassing van de Laplace-transformatie op linker- en rechterlid geeft

L{sin at} = �1

a
L

⇢
d cos at

dt

�
= �1

a

✓
p · p

p2 + a2

� 1

◆
=

a

p2 + a2

.

Dit stemt natuurlijk overeen met vergelijking 2.10.

2.4.3 Integratietheorema

De Laplace-getransformeerde van de gëıntegreerde functie is gelijk aan de Laplace-
getransformeerde van die functie gedeeld door p of

Indien f(t)$ F (p) dan

Z
f(t)dt$ F (p)

p
. (2.14)
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Eigenschappen (3) 
•  Integratietheorema 

–  Laplace-getransformeerde van geïntegreerde functie =  
deling door p in Laplace-domein: 

–  Bewijs: zie cursustekst 
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1Z

0
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De Laplace-getransformeerde van de gëıntegreerde functie is gelijk aan de Laplace-
getransformeerde van die functie gedeeld door p of

Indien f(t)$ F (p) dan

Z
f(t)dt$ F (p)

p
. (2.14)

Johan Baeten 7



Eigenschappen (4) 
•  Eindwaardetheorema 

–  eindwaarde (= steady-state waarde, evenwichtswaarde) van 
functie = limiet p x Laplace-getransformeerde voor p → 0  

–  Bewijs: zie cursustekst 
•  Beginwaardetheorema 

–  beginwaarde van functie =                                                
limiet p x Laplace-getransformeerde voor p → ∞ 

2 De Laplace-transformatie

Kortweg zeggen we: “Integreren komt overeen met een deling door p”. Het bewijs voor
deze eigenschap maakt gebruik van het di↵erentiatietheorema (eigenschap 2.12).

Stel g(t) =

tZ

0

f(t)dt dan is g(t) continu en is f(t) =
dg(t)

dt
.

Verder geldt

F (p) = L{f(t)} = L

⇢
dg(t)

dt

�
= pG(p)� g(0) met g(0) =

0Z

0

f(0)dt = 0

dus

L

⇢Z
f(t)dt

�
= L{g(t)} = G(p) =

F (p)

p
. 4

2.4.4 Eindwaardetheorema

De eindwaarde van de tijdfunctie f(t) wordt verkregen als de limiet voor p gaande naar
nul van de Laplace-getransformeerde van f(t), vermenigvuldigd met p.

Indien f(t)$ F (p) dan lim
t!1

f(t) = lim
p!0

pF (p).

Bewijs:

lim
p!0

pF (p) = lim
p!0

(pF (p)� f(0) + f(0))

= lim
p!0

0

@
1Z

0

f 0(t)e�ptdt + f(0)

1

A

=

1Z

0

f 0(t)dt + f(0) = f(1)� f(0) + f(0)

= f(1). 4

2.4.5 Beginwaardetheorema

Indien f(t)$ F (p) dan lim
p!1

pF (p) = f(0).

2.4.6 Schaalfactortheorema

Het schaalfactortheorema is vooral nuttig wanneer de tijdbasis moet omgerekend worden
naar een andere tijdeenheid.

Indien f(t)$ F (p) dan f(at)$ 1

a
F

⇣p

a

⌘
.

Zonder bewijs.
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Eigenschappen (5) 
•  Schaalfactortheorema 

–  laat toe om tijdbasis om te rekenen naar andere tijdseenheid 

•  Eerste verschuivingstheorema 
= theorema van complexe translatie = modulatie-theorema 

•  Tweede verschuivingstheorema 
= theorema van reële translatie (enkel indien causaal!) 

2 De Laplace-transformatie
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deze eigenschap maakt gebruik van het di↵erentiatietheorema (eigenschap 2.12).
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2.4 Eigenschappen

2.4.7 Eerste verschuivingstheorema

Men noemt dit theorema ook het theorema van de complexe translatie omdat het betrekking
heeft op een toename van p, waar p (zoals we later zullen zien) een ‘complex getal’ is.

Indien f(t) $ F (p) dan eat f(t) $ F (p� a).

Verifieer dit aan de hand van de definitie van de Laplace-transformatie.

2.4.8 Tweede verschuivingstheorema (reële translatie)

Let er op dat de tijdfuncties causaal zijn en dit na verschuiving moeten blijven.

Indien f(t) $ F (p) dan f(t� a) $ e�apF (p). (2.15)

Zonder bewijs.

2.4.9 Vermenigvuldiging met t (complexe di↵erentiatie)

Indien f(t) $ F (p) dan tf(t) $ �dF (p)

dp

of door herhaaldelijk toepassen:

Indien f(t) $ F (p) dan tnf(t) $ (�1)n

dnF (p)

dpn

.

Zonder bewijs.

2.4.10 Deling door t (complexe integratie)

Indien f(t) $ F (p) dan
f(t)

t
$

1Z

p

F (u)du.

Zonder bewijs.

2.4.11 Convolutie

Het symbool ⇤ geeft de convolutiebewerking weer.

Indien f(t) $ F (p) en g(t) $ G(p) dan f(t) ⇤ g(t) $ F (p) · G(p).

De Laplace-getransformeerde van de convolutie van twee tijdsignalen stemt overeen met de
vermenigvuldiging van de Laplace-getransformeerden van deze signalen. Zonder bewijs.
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Eigenschappen (5) 
•  Vermenigvuldiging met t 

= theorema van complexe differentiatie 

•  Deling door t 
= theorema van complexe integratie 

•  Convolutie 

2.4 Eigenschappen
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Let er op dat de tijdfuncties causaal zijn en dit na verschuiving moeten blijven.

Indien f(t) $ F (p) dan f(t� a) $ e�apF (p). (2.15)

Zonder bewijs.

2.4.9 Vermenigvuldiging met t (complexe di↵erentiatie)

Indien f(t) $ F (p) dan tf(t) $ �dF (p)

dp

of door herhaaldelijk toepassen:

Indien f(t) $ F (p) dan tnf(t) $ (�1)n

dnF (p)

dpn

.

Zonder bewijs.

2.4.10 Deling door t (complexe integratie)

Indien f(t) $ F (p) dan
f(t)

t
$

1Z

p

F (u)du.

Zonder bewijs.

2.4.11 Convolutie

Het symbool ⇤ geeft de convolutiebewerking weer.

Indien f(t) $ F (p) en g(t) $ G(p) dan f(t) ⇤ g(t) $ F (p) · G(p).

De Laplace-getransformeerde van de convolutie van twee tijdsignalen stemt overeen met de
vermenigvuldiging van de Laplace-getransformeerden van deze signalen. Zonder bewijs.

Johan Baeten 9

2.4 Eigenschappen

2.4.7 Eerste verschuivingstheorema

Men noemt dit theorema ook het theorema van de complexe translatie omdat het betrekking
heeft op een toename van p, waar p (zoals we later zullen zien) een ‘complex getal’ is.

Indien f(t) $ F (p) dan eat f(t) $ F (p� a).

Verifieer dit aan de hand van de definitie van de Laplace-transformatie.

2.4.8 Tweede verschuivingstheorema (reële translatie)
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vermenigvuldiging van de Laplace-getransformeerden van deze signalen. Zonder bewijs.
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Les 2: Signaaltransformaties 
•  De Laplace-transformatie [Baeten, SYST, Hoofdstuk 2] 

–  Inleiding 
–  Definitie 
–  Voorbeelden 
–  Eigenschappen 
–  De inverse Laplace-transformatie 
–  Laplace-transformatie bij analyse van continue systemen 
–  Transformatietabel 

•  Fourier-transformatie en -reeksontwikkeling      
[Baeten, SYST, Hoofdstuk 6] 
–  Fourier-transformatie 
–  Fourier-reeksontwikkeling 



Inverse Laplace-transformatie (1) 
•  Berekening inverse Laplace-transformatie 

–  definitie:  

–  berekeningswijze: deel functie F(p) op in som van 
elementaire Laplace-getransformeerden en gebruik lineariteit 

–  Laplace-getransformeerde = rationele functie van p 

–  rationele functie opdelen in som van elementaire breuken = 
splitsing in partieelbreuken 

2 De Laplace-transformatie

2.5 De inverse Laplace-transformatie

De bewerking L�1{F (p)} = f(t) wordt de inverse Laplace-transformatie genoemd. De
complexe functie F (p) is voor de hier beschouwde klasse van systemen steeds voor te
stellen als een verhouding van veeltermen in p.

F (p) =
T (p)

N(p)

Voor fysisch realiseerbare systemen is de graad van de tellerveelterm T (p) kleiner dan of
maximaal gelijk aan de graad van de noemerveelterm N(p). In deze gevallen kan door split-
sing in partieelbreuken de echte breuk die F (p) voorstelt, herleid worden tot een som van
eenvoudigere breuken waarvan we via de tabel met elementaire Laplace-transformatieparen
(samengevat in paragraaf 2.7) tot de corresponderende tijdfunctie kunnen komen. In feite
maken we hier gebruik van de lineariteitseigenschap van de inverse Laplace-transformatie
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i

van de noemerveelterm (of pool1) van F (p) geeft de
partieelbreuksplitsing een breuk van de vorm
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De coë�ciënt die hoort bij de enkelvoudige pool volgt rechtstreeks uit vergelijking 2.17.
De coë�ciënten die horen bij de meervoudige polen daarentegen kan men beter niet bepalen
met vergelijking 2.18 maar door gelijkstelling van de tellers in linker- en rechterlid nadat
de partieelbreuken op gelijke noemer werden gebracht.

Dit geldt ook voor complex toegevoegde polen die zullen leiden tot sinusvormige tijdsig-
nalen in overeenstemming met de formules 12 tot en met 15 uit de transformatietabel op
pagina 14. Voor elk complex toegevoegd polenpaar a ± jb bevat de partieelbreuksplitsing
volgende term

Bp + C

(p� a)2 + b2

. (2.19)

Bij zuiver complex toegevoegde polen is a = 0 en is de bovenstaande breuk eenvoudig de
som van een cosinus en een sinus (respectievelijk met coë�ciënten B en C). Indien a 6= 0
moet de teller Bp + C nog herschreven worden als (B(p � a) + (C + B · a) en komt de
totale breuk overeen met een gedempte cosinus en een gedempte sinus respectievelijk met

1De wortels van de noemerveelterm van F (p) zijn per definitie de polen van F (p).
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moet de teller Bp + C nog herschreven worden als (B(p � a) + (C + B · a) en komt de
totale breuk overeen met een gedempte cosinus en een gedempte sinus respectievelijk met

1De wortels van de noemerveelterm van F (p) zijn per definitie de polen van F (p).

10 Johan Baeten

2 De Laplace-transformatie

2.5 De inverse Laplace-transformatie

De bewerking L�1{F (p)} = f(t) wordt de inverse Laplace-transformatie genoemd. De
complexe functie F (p) is voor de hier beschouwde klasse van systemen steeds voor te
stellen als een verhouding van veeltermen in p.

F (p) =
T (p)

N(p)

Voor fysisch realiseerbare systemen is de graad van de tellerveelterm T (p) kleiner dan of
maximaal gelijk aan de graad van de noemerveelterm N(p). In deze gevallen kan door split-
sing in partieelbreuken de echte breuk die F (p) voorstelt, herleid worden tot een som van
eenvoudigere breuken waarvan we via de tabel met elementaire Laplace-transformatieparen
(samengevat in paragraaf 2.7) tot de corresponderende tijdfunctie kunnen komen. In feite
maken we hier gebruik van de lineariteitseigenschap van de inverse Laplace-transformatie

L�1{c
1

F (p) + c
2

G(p)} = c
1

L�1{F (p)} + c
2

L�1{G(p)} = c
1

f(t) + c
2

g(t) (2.16)

met c
1

en c
2

willekeurige constanten.

Voor elke enkelvoudige wortel p
i

van de noemerveelterm (of pool1) van F (p) geeft de
partieelbreuksplitsing een breuk van de vorm

A
i

p� p
i

met A
i

= lim
p!pi

(p� p
i

)F (p). (2.17)

Voor elke meervoudige pool p
i

(r-keer) in F (p) bevat de partieelbreuksplitsing volgende
breuken

A
0

(p� p
i

)r

+
A

1

(p� p
i

)r�1

+ · · ·+ A
r�1

p� p
i

met A
j

=
1

j!
lim
p!pj

dj

dpj

[(p� p
i

)r F (p)] . (2.18)
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Inverse Laplace-transformatie (2) 
•  Splitsing in partieelbreuken 

–  partieelbreuksplitsing voor enkelvoudige pool pi 

–  partieelbreuksplitsing voor r-voudige pool pi 

 (berekening coëfficiënten Aj: noemers elimineren en       
 veeltermcoëfficiënten linker- en rechterlid gelijk stellen) 

–  partieelbreuksplitsing voor complex toegevoegde polen 

      (berekening coëfficiënten B, C: coëfficiënten 
   (co)sinusterm linker- en rechterlid gelijk stellen) 

•  Voorbeelden: zie cursustekst 

2 De Laplace-transformatie

2.5 De inverse Laplace-transformatie
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breuken

A
0

(p� p
i

)r

+
A

1

(p� p
i

)r�1

+ · · ·+ A
r�1

p� p
i

met A
j

=
1

j!
lim
p!pj

dj

dpj

[(p� p
i

)r F (p)] . (2.18)

De coë�ciënt die hoort bij de enkelvoudige pool volgt rechtstreeks uit vergelijking 2.17.
De coë�ciënten die horen bij de meervoudige polen daarentegen kan men beter niet bepalen
met vergelijking 2.18 maar door gelijkstelling van de tellers in linker- en rechterlid nadat
de partieelbreuken op gelijke noemer werden gebracht.

Dit geldt ook voor complex toegevoegde polen die zullen leiden tot sinusvormige tijdsig-
nalen in overeenstemming met de formules 12 tot en met 15 uit de transformatietabel op
pagina 14. Voor elk complex toegevoegd polenpaar a ± jb bevat de partieelbreuksplitsing
volgende term

Bp + C

(p� a)2 + b2

. (2.19)

Bij zuiver complex toegevoegde polen is a = 0 en is de bovenstaande breuk eenvoudig de
som van een cosinus en een sinus (respectievelijk met coë�ciënten B en C). Indien a 6= 0
moet de teller Bp + C nog herschreven worden als (B(p � a) + (C + B · a) en komt de
totale breuk overeen met een gedempte cosinus en een gedempte sinus respectievelijk met

1De wortels van de noemerveelterm van F (p) zijn per definitie de polen van F (p).
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Les 2: Signaaltransformaties 
•  De Laplace-transformatie [Baeten, SYST, Hoofdstuk 2] 

–  Inleiding 
–  Definitie 
–  Voorbeelden 
–  Eigenschappen 
–  De inverse Laplace-transformatie 
–  Laplace-transformatie bij analyse van continue systemen 
–  Transformatietabel 

•  Fourier-transformatie en -reeksontwikkeling      
[Baeten, SYST, Hoofdstuk 6] 
–  Fourier-transformatie 
–  Fourier-reeksontwikkeling 



Analyse van continue systemen 
•  Differentiaalvgl. → algebraïsche vgl. 

–  differentiaalvergelijking: 

 Laplace-transformatie: 
 
 

 
 
–  algebraïsche vergelijking: 
 
 
 
 
 

2.6 De Laplace-transformatie bij de analyse van continue systemen

2.6 De Laplace-transformatie bij de analyse van con-
tinue systemen

De oplossing van elke di↵erentiaalvergelijking van de vorm

D
y

|y(t)| = D
x

|x(t)|

met

D
y

= b
n

dn

dtn
+ · · · + b

0

en D
x

= a
n

dn

dtn
+ · · · + a

0

kan teruggebracht worden tot eenvoudige algebräısche bewerkingen via de Laplace-
transformatie. Toepassing van de Laplace-transformatie op beide leden levert:

b
n

[pnY (p)� y(0)pn�1 � y0(0)pn�2 � · · ·� yn�1(0)]
+b

n�1

[pn�1Y (p)� y(0)pn�2 � y0(0)pn�3 � · · ·� yn�2(0)]
+ · · · + b

1

[pY (p)� y(0)] + b
0

Y (p)
= a

n

[pnX(p)� x(0)pn�1 � x0(0)pn�2 � · · ·� xn�1(0)]
+a

n�1

[pn�1X(p)� x(0)pn�1 � x0(0)pn�2 � · · ·� xn�2(0)]
+ · · · + a

1

[pX(p)� x(0)] + a
0

X(p).

Dit is een algebräısche vergelijking die als volgt herschikt kan worden

Y (p) = H(p)X(p) + E(p) met H(p) =
a

n

pn + a
n�1

pn�1 + · · · + a
0

b
n

pn + b
n�1

pn�1 + · · · + b
0

en E(p) een verhouding van rationele veeltermen in p. De coë�ciënten van de tellerveelterm
zijn functie van y(0), y0(0) · · · yn�1(0), de beginvoorwaarden voor de uitgang (de eerste
n � 1 afgeleiden van de uitgang op tijdstip 0), en de waarden x(0), x0(0) · · · xn�1(0) de
beginvoorwaarden voor de ingang. De noemerveelterm is dezelfde als die van H(p).

De functie H(p) wordt de systeemfunctie of de transfertfunctie van het door de di↵e-
rentiaalvergelijking beschreven systeem, genoemd.
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transformatie. Toepassing van de Laplace-transformatie op beide leden levert:

b
n

[pnY (p)� y(0)pn�1 � y0(0)pn�2 � · · ·� yn�1(0)]
+b

n�1

[pn�1Y (p)� y(0)pn�2 � y0(0)pn�3 � · · ·� yn�2(0)]
+ · · · + b

1

[pY (p)� y(0)] + b
0

Y (p)
= a

n

[pnX(p)� x(0)pn�1 � x0(0)pn�2 � · · ·� xn�1(0)]
+a

n�1

[pn�1X(p)� x(0)pn�1 � x0(0)pn�2 � · · ·� xn�2(0)]
+ · · · + a

1

[pX(p)� x(0)] + a
0

X(p).
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Les 2: Signaaltransformaties 
•  De Laplace-transformatie [Baeten, SYST, Hoofdstuk 2] 

–  Inleiding 
–  Definitie 
–  Voorbeelden 
–  Eigenschappen 
–  De inverse Laplace-transformatie 
–  Laplace-transformatie bij analyse van continue systemen 
–  Transformatietabel 

•  Fourier-transformatie en -reeksontwikkeling      
[Baeten, SYST, Hoofdstuk 6] 
–  Fourier-transformatie 
–  Fourier-reeksontwikkeling 



Transformatietabel 
•  Theorie 1 

2 De Laplace-transformatie

2.7 Transformatietabel

Onderstaande tabel geeft een samenvatting van enkele Laplace-transformatieparen. De
tabel geeft voor elk tijdsignaal ook het verloop aan.

f(t) (grafisch)  f(t) (formule) F(p)

1. δ(t) 1

2. δ(t − nT) e−nTp

3. u(t) 1
p

4. tu(t) 1
p2

5. 1
2t2u(t) 1

p3

6. tnu(t) n!
pn+1

7. e−atu(t) 1
p + a

8. te−atu(t) 1
(p + a)2

9. 1
2t2e−atu(t) 1

(p + a)3

10. tne−atu(t) n!
(p + a)n+1

11. (1 − e−at)u(t) a
p(p + a)

12. sin (ωt)u(t) ω
p2 +ω2

13. cos (ωt)u(t) p
p2 +ω2

14. e−atsin (ωt)u(t) ω
(p + a)2 +ω2

15. e−atcos (ωt)u(t) p + a
(p + a)2 +ω2

tijd

f(t)

tijd

f(t)
1  

tijd

f(t)

tijd

f(t)

tijd

f(t)

nT

tijd

f(t)

tijd

f(t)

tijd

f(t)

tijd

f(t)

tijd

f(t)

tijd

f(t)

tijd

f(t)

tijd
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tijd

f(t)

tijd

f(t)

Figuur 2.1: Tabel met Laplace-transformatieparen
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Les 2: Signaaltransformaties 
•  De Laplace-transformatie [Baeten, SYST, Hoofdstuk 2] 

–  Inleiding 
–  Definitie 
–  Voorbeelden 
–  Eigenschappen 
–  De inverse Laplace-transformatie 
–  Laplace-transformatie bij analyse van continue systemen 
–  Transformatietabel 

•  Fourier-transformatie en -reeksontwikkeling      
[Baeten, SYST, Hoofdstuk 6] 
–  Fourier-transformatie 
–  Fourier-reeksontwikkeling 



Fourier-transformatie (1) 
•  Definitie 

–  Fourier-getransformeerde van signaal 

–  ω = frequentievariabele 
–  geeft inzicht in frequentie-inhoud van signalen en   

frequentie-gedrag van systemen 
–  tweezijdige transformatie 
–  verband met Laplace-transformatie (voor causale signalen): 

Hoofdstuk 6

Fourier-transformatie en
Fourier-reeksontwikkeling

6.1 Fourier-transformatie

6.1.1 Definitie

De Fourier-transformatie sluit dicht aan bij de Laplace-transformatie. Het is zoals de
Laplace-transformatie een integraaltransformatie die frequentie-eigenschappen van een tijd-
signaal berekent. De fourier-getransformeerde van een signaal f(t) is F (!) gedefinieerd als

F (!) = z{f(t)} =

1Z

�1

f(t)e�j!tdt. (6.1)

F (!) geeft het complexe frequentiespectrum van het signaal f(t). Dit kan opgedeeld wor-
den in reëel deel en imaginair deel of in amplitude en fase:

F (!) = <(!) + j=(!) = A(!)ej'(!). (6.2)

In tegenstelling tot de (eenzijdige)1 Laplace-transformatie, zoals gedefinieerd in hoofd-
stuk 2, is de Fourier-transformatie een tweezijdige transformatie: de integratie over de tijd
loopt van �1 tot 1. Bovendien is de onafhankelijk variabele niet langer de Laplace-
variabele p maar de frequentievariabele !.

Voor causale signalen, dit zijn o.a. signalen die nul zijn voor negatieve tijdstippen, is
de Fourier-getransformeerde gelijk aan de Laplace-getransformeerde na gelijkstelling van p
met j! of

F (!) = F (p)|
p=j!

. (6.3)

Een belangrijk verschil tussen de Fourier-transformatie en de Laplace-transformatie is dat
de eerste gebruikt wordt om de frequentie-inhoud van een signaal te berekenen. De Laplace-
transformatie is ruimer en kan eveneens gebruikt worden voor de beschrijving en analyse
van systemen.

1Merk op dat ook de tweezijdige Laplace-transformatie bestaat.
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Hoofdstuk 2

De Laplace-transformatie

2.1 Inleiding

Het gedrag of de evolutie van een systeem (in de tijd) wordt klassiek beschreven met behulp
van di↵erentiaalvergelijkingen welke een verband leggen tussen ingangs- en uitgangssignaal
(of signalen) van het systeem. Bijvoorbeeld, voor een capaciteit C met als ingang de stroom
i(t) en als uitgang de spanning V (t) is de beschrijvende di↵erentiaalvergelijking:

V (t) = V (0) +
1

C

tZ

0

i(t)dt.

Een meer beknopte beschrijving van een systeem is de transfertfunctie (TF). Deze geeft
het verband tussen ingang en uitgang van het systeem weer als een algebräısche vergelijking
(dit is zonder afgeleiden of integralen). Om tot de gezochte TF te komen moeten we de
Laplace-transformatie (welk een integraaltransformatie is) toepassen.

Naast het bekomen van de TF laat het gebruik van de Laplace-transformatie ook toe
om di↵erentiaalvergelijkingen op een alternatieve manier op te lossen. Zoals we later zullen
zien, verschaft de Laplace-transformatie bovendien inzicht in de frequentie-eigenschappen
van een systeem.

2.2 Definitie

De Laplace-getransformeerde van een functie f(t) wordt gedefinieerd als:

F (p) = L {f(t)} =

1Z

0

f(t)e�ptdt (2.1)

op voorwaarde dat deze integraal bestaat (of dat de functie f(t)e�pt convergeert).
De invers Laplace-getransformeerde is:

f(t) = L�1 {F (p)} =
1

2⇡j

a+j1Z

a�j1

F (p)eptdp (2.2)

3

Hoofdstuk 6

Fourier-transformatie en
Fourier-reeksontwikkeling

6.1 Fourier-transformatie

6.1.1 Definitie

De Fourier-transformatie sluit dicht aan bij de Laplace-transformatie. Het is zoals de
Laplace-transformatie een integraaltransformatie die frequentie-eigenschappen van een tijd-
signaal berekent. De fourier-getransformeerde van een signaal f(t) is F (!) gedefinieerd als

F (!) = z{f(t)} =

1Z

�1

f(t)e�j!tdt. (6.1)

F (!) geeft het complexe frequentiespectrum van het signaal f(t). Dit kan opgedeeld wor-
den in reëel deel en imaginair deel of in amplitude en fase:

F (!) = <(!) + j=(!) = A(!)ej'(!). (6.2)

In tegenstelling tot de (eenzijdige)1 Laplace-transformatie, zoals gedefinieerd in hoofd-
stuk 2, is de Fourier-transformatie een tweezijdige transformatie: de integratie over de tijd
loopt van �1 tot 1. Bovendien is de onafhankelijk variabele niet langer de Laplace-
variabele p maar de frequentievariabele !.

Voor causale signalen, dit zijn o.a. signalen die nul zijn voor negatieve tijdstippen, is
de Fourier-getransformeerde gelijk aan de Laplace-getransformeerde na gelijkstelling van p
met j! of

F (!) = F (p)|
p=j!

. (6.3)

Een belangrijk verschil tussen de Fourier-transformatie en de Laplace-transformatie is dat
de eerste gebruikt wordt om de frequentie-inhoud van een signaal te berekenen. De Laplace-
transformatie is ruimer en kan eveneens gebruikt worden voor de beschrijving en analyse
van systemen.

1Merk op dat ook de tweezijdige Laplace-transformatie bestaat.

61

Hoofdstuk 6

Fourier-transformatie en
Fourier-reeksontwikkeling

6.1 Fourier-transformatie

6.1.1 Definitie

De Fourier-transformatie sluit dicht aan bij de Laplace-transformatie. Het is zoals de
Laplace-transformatie een integraaltransformatie die frequentie-eigenschappen van een tijd-
signaal berekent. De fourier-getransformeerde van een signaal f(t) is F (!) gedefinieerd als

F (!) = z{f(t)} =

1Z

�1

f(t)e�j!tdt. (6.1)

F (!) geeft het complexe frequentiespectrum van het signaal f(t). Dit kan opgedeeld wor-
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loopt van �1 tot 1. Bovendien is de onafhankelijk variabele niet langer de Laplace-
variabele p maar de frequentievariabele !.

Voor causale signalen, dit zijn o.a. signalen die nul zijn voor negatieve tijdstippen, is
de Fourier-getransformeerde gelijk aan de Laplace-getransformeerde na gelijkstelling van p
met j! of

F (!) = F (p)|
p=j!

. (6.3)

Een belangrijk verschil tussen de Fourier-transformatie en de Laplace-transformatie is dat
de eerste gebruikt wordt om de frequentie-inhoud van een signaal te berekenen. De Laplace-
transformatie is ruimer en kan eveneens gebruikt worden voor de beschrijving en analyse
van systemen.

1Merk op dat ook de tweezijdige Laplace-transformatie bestaat.
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Fourier-transformatie (2) 
•  Inverse 

–  definitie: 

–  berekeningswijze: 
•  partieelbreuksplitsing 
•  lineariteit 
•  transformatietabel 

•  Lineariteit: 

6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

6.1.2 Inverse

f(t) = z�1{F (!)} =
1

2⇡

1Z

1

F (!)ej!td!. (6.4)

Naar analogie van de inverse Laplace-transformatie zal ook voor de inverse Fourier-
transformatie, niet enkel bovenstaande formule gebruikt worden doch ook de Fourier-
transformatietabel2 in combinatie met partieelbreuksplitsing.

6.1.3 Voorbeelden

Dirac-puls

z{�(t)} =

1Z

�1

�(t)e�j!tdt

=

+0Z

�0

�(t)e�j!0dt

=

+0Z

�0

�(t)dt

= 1

Een Dirac-puls bevat alle frequenties met amplitude 1 (en in fase).

Stap

Als E(t) =

8
<

:

1, voor t > 0
1/2, voor t = 0
0, voor t < 0

dan is

z{E(t)} =

1Z

�1

E(t)e�j!tdt =

1Z

0

e�j!tdt

=
e�j!t

�j!
|1
0

= [0� 1

�j!
] =

1

j!

Een stap is opgebouwd uit een oneindige som van sinussen. Naarmate de frequentie toe-
neemt neemt de amplitude van de sinussen af.

2Dit valt buiten het bestek van deze cursus.
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z {a.f (t) + b.g (t)} = a.z {f (t)} + b.z {g (t)} (6.5)

met a en b willekeurige constanten.
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k
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k
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a
k

=
2

T

T/2Z

�T/2

f(t) cos(k!
0

t)dt voor k = 0, 1, 2, . . . (6.6)

en

b
k

=
2

T

T/2Z

�T/2

f(t) sin(k!
0

t)dt voor k = 1, 2, 3, . . . (6.7)

met !
0

= 2⇡/T .

Deze coë�ciënten geven aan in welke mate het oorspronkelijk periodiek signaal is op-
gebouwd uit een som van sinussen en cosinussen zoals weergegeven door de terugtransfor-
matie:

f(t) =
a

0

2
+

1X

k=1

[a
k

cos(k!
0

t) + b
k

sin(k!
0

t)]. (6.8)

!
0

= 2⇡/T is de fundamentele pulsatie (ook wel eerste harmonische genoemd).
Een benadering voor het oorspronkelijk periodisch signaal is de Fourier-som. De n-de

Fourier-som van f is gedefinieerd als de trigonometrische som

f
n

(t) =
a

0

2
+

nX

k=1

[a
k

cos(k!
0

t) + b
k

sin(k!
0

t)] (6.9)
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Fourier-transformatie (3) 
•  Voorbeeld 1: Dirac-puls 

–  berekening: 

–  besluit: Dirac-puls bevat alle frequenties met amplitude 1    
(→ vlak frequentiespectrum) 
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Fourier-transformatie (4) 
•  Voorbeeld 2: Stap 

–  definitie stap: 

 
 
–  berekening: 

–  besluit: stap bevat alle frequenties met afnemende amplitude 

6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

6.1.2 Inverse

f(t) = z�1{F (!)} =
1

2⇡

1Z

1

F (!)ej!td!. (6.4)

Naar analogie van de inverse Laplace-transformatie zal ook voor de inverse Fourier-
transformatie, niet enkel bovenstaande formule gebruikt worden doch ook de Fourier-
transformatietabel2 in combinatie met partieelbreuksplitsing.

6.1.3 Voorbeelden

Dirac-puls

z{�(t)} =

1Z

�1

�(t)e�j!tdt

=

+0Z

�0

�(t)e�j!0dt

=

+0Z

�0

�(t)dt

= 1

Een Dirac-puls bevat alle frequenties met amplitude 1 (en in fase).

Stap

Als E(t) =

8
<

:

1, voor t > 0
1/2, voor t = 0
0, voor t < 0

dan is

z{E(t)} =

1Z

�1

E(t)e�j!tdt =

1Z

0

e�j!tdt

=
e�j!t

�j!
|1
0

= [0� 1

�j!
] =

1

j!

Een stap is opgebouwd uit een oneindige som van sinussen. Naarmate de frequentie toe-
neemt neemt de amplitude van de sinussen af.

2Dit valt buiten het bestek van deze cursus.

62 Johan Baeten

6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

6.1.2 Inverse

f(t) = z�1{F (!)} =
1

2⇡

1Z

1

F (!)ej!td!. (6.4)

Naar analogie van de inverse Laplace-transformatie zal ook voor de inverse Fourier-
transformatie, niet enkel bovenstaande formule gebruikt worden doch ook de Fourier-
transformatietabel2 in combinatie met partieelbreuksplitsing.

6.1.3 Voorbeelden

Dirac-puls

z{�(t)} =

1Z

�1

�(t)e�j!tdt

=

+0Z

�0

�(t)e�j!0dt

=

+0Z

�0

�(t)dt

= 1

Een Dirac-puls bevat alle frequenties met amplitude 1 (en in fase).

Stap

Als E(t) =

8
<

:

1, voor t > 0
1/2, voor t = 0
0, voor t < 0

dan is

z{E(t)} =

1Z

�1

E(t)e�j!tdt =

1Z

0

e�j!tdt

=
e�j!t

�j!
|1
0

= [0� 1

�j!
] =

1

j!

Een stap is opgebouwd uit een oneindige som van sinussen. Naarmate de frequentie toe-
neemt neemt de amplitude van de sinussen af.

2Dit valt buiten het bestek van deze cursus.

62 Johan Baeten



Fourier-transformatie (5) 
•  Voorbeeld 3: Exponentiële functie 

–  definitie exponentiële functie: 

 
 

–  berekening: 

6.1 Fourier-transformatie

Exponentiële

Als f(t) =

8
<

:

eat, voor t > 0
1/2, voor t = 0
0, voor t < 0

dan is

z{f(t)} =

1Z

�1

f(t)e�j!tdt =

1Z

0

e(a�j!)tdt

=
e(a�j!)t

a� j!
|1
0

= [0� 1

a� j!
] =

1

j! � a
.

Puls

Als f(t) =

8
<

:

A, voor |t| < a
A/2, voor |t| = a
0, voor |t| > a

dan is

z{f(t)} =

aZ

�a

Ae(�j!)tdt = A
e(�j!)t

�j!
|a�a

= A
e(�j!)a � e(j!)a

�j!
=

2A sin(!a)

!
.

Figuur 6.1 geeft het pulssignaal en de Fourier-getransformeerde weer.
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Fourier-transformatie (6) 
•  Voorbeeld 4: Puls 

–  definitie pulsfunctie: 

 
 
–  berekening: 

–  besluit: spectrum puls = sinc-functie 
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Les 2: Signaaltransformaties 
•  De Laplace-transformatie [Baeten, SYST, Hoofdstuk 2] 

–  Inleiding 
–  Definitie 
–  Voorbeelden 
–  Eigenschappen 
–  De inverse Laplace-transformatie 
–  Laplace-transformatie bij analyse van continue systemen 
–  Transformatietabel 

•  Fourier-transformatie en -reeksontwikkeling      
[Baeten, SYST, Hoofdstuk 6] 
–  Fourier-transformatie 
–  Fourier-reeksontwikkeling 



Fourier-reeksontwikkeling (1) 
•  Definitie 

–  Fourier-reeksontwikkeling geeft frequentie-inhoud 
periodische signalen (Fouriertransformatie = onbepaald) 

–  coëfficiënten Fourier-reeks worden berekend uit 1 periode T 

–  Fourier-reeks: 

–  Fourier-som:  

                                   , 

6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

6.1.4 Eigenschappen

Als belangrijkste eigenschap vermelden we hier dat de Fourier-transformatie een lineaire
operatie is:

z {a.f (t) + b.g (t)} = a.z {f (t)} + b.z {g (t)} (6.5)

met a en b willekeurige constanten.

6.2 Fourier-reeksontwikkeling

6.2.1 Definities

Als f(t) een periodieke functie is, is de Fourier-integraal volgens vergelijking 6.1 onbepaald.
Voor periodieke signalen moeten we de Fourier-reeksontwikkeling toepassen. De Fourier-
reeksontwikkeling maakt voor de berekening van de frequentie-inhoud van het periodieke
signaal slechts gebruik van één periode van lengte T . De frequentie-inhoud wordt bepaald
door de coë�ciënten a

k

en b
k

die volgen uit:

a
k

=
2

T

T/2Z

�T/2

f(t) cos(k!
0

t)dt voor k = 0, 1, 2, . . . (6.6)

en

b
k

=
2

T

T/2Z

�T/2

f(t) sin(k!
0

t)dt voor k = 1, 2, 3, . . . (6.7)

met !
0

= 2⇡/T .

Deze coë�ciënten geven aan in welke mate het oorspronkelijk periodiek signaal is op-
gebouwd uit een som van sinussen en cosinussen zoals weergegeven door de terugtransfor-
matie:

f(t) =
a

0

2
+

1X

k=1

[a
k

cos(k!
0

t) + b
k

sin(k!
0

t)]. (6.8)

!
0

= 2⇡/T is de fundamentele pulsatie (ook wel eerste harmonische genoemd).
Een benadering voor het oorspronkelijk periodisch signaal is de Fourier-som. De n-de

Fourier-som van f is gedefinieerd als de trigonometrische som

f
n

(t) =
a

0

2
+

nX

k=1

[a
k

cos(k!
0

t) + b
k

sin(k!
0

t)] (6.9)
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6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

6.1.4 Eigenschappen

Als belangrijkste eigenschap vermelden we hier dat de Fourier-transformatie een lineaire
operatie is:

z {a.f (t) + b.g (t)} = a.z {f (t)} + b.z {g (t)} (6.5)

met a en b willekeurige constanten.

6.2 Fourier-reeksontwikkeling

6.2.1 Definities

Als f(t) een periodieke functie is, is de Fourier-integraal volgens vergelijking 6.1 onbepaald.
Voor periodieke signalen moeten we de Fourier-reeksontwikkeling toepassen. De Fourier-
reeksontwikkeling maakt voor de berekening van de frequentie-inhoud van het periodieke
signaal slechts gebruik van één periode van lengte T . De frequentie-inhoud wordt bepaald
door de coë�ciënten a

k

en b
k

die volgen uit:
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Deze coë�ciënten geven aan in welke mate het oorspronkelijk periodiek signaal is op-
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Fourier-reeksontwikkeling (2) 
•  Afleiding 

–  zie cursustekst   
–  belangrijke eigenschap: integraal over 1 periode van product 

van verschillende sinussen en cosinussen = 0 

6.2 Fourier-reeksontwikkeling

6.2.2 Afleiding

Om vergelijkingen 6.6 tot 6.7 beter te vatten kunnen we volgende redenering opbouwen.
Neem even aan dat f(t) is opgebouwd uit een som van sinussen en cosinussen volgens for-
mule 6.8. Dan kunnen we deze formule invullen in vergelijking 6.6. Dit levert bijvoorbeeld
voor de eerste coë�ciënt:
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Dit levert als uiteindelijk resultaat voor a
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:
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Op gelijkaardige wijze kunnen we aantonen dat ook de overige coë�ciënten uit de
Fourier-reeksontwikkeling volgens vergelijkingen 6.6 tot 6.8 correct zijn.

Merk op dat de integraal van het product van twee verschillende sinussen of cosinussen
steeds 0 is indien de integratietijd een geheel veelvoud is van de periodes van de afzonderlijke
signalen of

T/2Z

�T/2

cos(k!
0

t) sin(l!
0

t)dt = 0 voor k, l = 1, 2, . . . (6.10)
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Figuur 6.2: De integraal over één periode is omwille van symmetrie voor de gegeven situaties
steeds gelijk aan 0; Boven: cos(2⇡t), sin(2⇡t) en het product cos(2⇡t) sin(2⇡t); Midden: cos(2⇡t),
sin(4⇡t) en cos(2⇡t) sin(4⇡t); Onder: cos(2⇡t), cos(4⇡t) en cos(2⇡t) cos(4⇡t);
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voor k, l = 1, 2, . . . en k 6= l. (6.11)
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Fourier-reeksontwikkeling (3) 
•  Afleiding 

–  zie cursustekst   
–  belangrijke eigenschap: integraal over 1 periode van product 

van verschillende sinussen en cosinussen = 0 

6.2 Fourier-reeksontwikkeling

6.2.2 Afleiding

Om vergelijkingen 6.6 tot 6.7 beter te vatten kunnen we volgende redenering opbouwen.
Neem even aan dat f(t) is opgebouwd uit een som van sinussen en cosinussen volgens for-
mule 6.8. Dan kunnen we deze formule invullen in vergelijking 6.6. Dit levert bijvoorbeeld
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Figuur 6.2: De integraal over één periode is omwille van symmetrie voor de gegeven situaties
steeds gelijk aan 0; Boven: cos(2⇡t), sin(2⇡t) en het product cos(2⇡t) sin(2⇡t); Midden: cos(2⇡t),
sin(4⇡t) en cos(2⇡t) sin(4⇡t); Onder: cos(2⇡t), cos(4⇡t) en cos(2⇡t) cos(4⇡t);
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Fourier-reeksontwikkeling (4) 
•  Afleiding 

–  zie cursustekst   
–  belangrijke eigenschap: integraal over 1 periode van product 

van verschillende sinussen en cosinussen = 0 

6.2 Fourier-reeksontwikkeling

6.2.2 Afleiding

Om vergelijkingen 6.6 tot 6.7 beter te vatten kunnen we volgende redenering opbouwen.
Neem even aan dat f(t) is opgebouwd uit een som van sinussen en cosinussen volgens for-
mule 6.8. Dan kunnen we deze formule invullen in vergelijking 6.6. Dit levert bijvoorbeeld
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Op gelijkaardige wijze kunnen we aantonen dat ook de overige coë�ciënten uit de
Fourier-reeksontwikkeling volgens vergelijkingen 6.6 tot 6.8 correct zijn.

Merk op dat de integraal van het product van twee verschillende sinussen of cosinussen
steeds 0 is indien de integratietijd een geheel veelvoud is van de periodes van de afzonderlijke
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Figuur 6.2: De integraal over één periode is omwille van symmetrie voor de gegeven situaties
steeds gelijk aan 0; Boven: cos(2⇡t), sin(2⇡t) en het product cos(2⇡t) sin(2⇡t); Midden: cos(2⇡t),
sin(4⇡t) en cos(2⇡t) sin(4⇡t); Onder: cos(2⇡t), cos(4⇡t) en cos(2⇡t) cos(4⇡t);

en
R

T/2

�T/2

cos(k!
0

t) cos(l!
0

t)dt = 0
R

T/2

�T/2

sin(k!
0

t) sin(l!
0

t)dt = 0
voor k, l = 1, 2, . . . en k 6= l. (6.11)

66 Johan Baeten



Fourier-reeksontwikkeling (5) 
•  Voorbeeld 1: Blokgolf 

–  definitie blokgolf (met periode 1): 

 
 

–  Fourier-reekscoëfficiënten (bereken zelf!):  

 

–  besluit: blokgolf (oneven functie) is som van DC-component 
en oneindig veel sinus-functies 

6.2 Fourier-reeksontwikkeling

Vergelijkingen 6.10 en 6.11 kan je eveneens op eenvoudige wijze grafisch controleren: het
‘positieve’ oppervlak is net even groot als het ‘negatieve’ oppervlak over één periode waar-
door de integraal steeds nul is. Figuur 6.2 geeft enkele voorbeelden.

De integraal van een sinus of een cosinus in kwadraat over één periode (of een geheel
aantal periodes) daarentegen is steeds gelijk aan T/2 of

T/2Z

�T/2

cos2(k!
0

t)dt = T/2 en

T/2Z

�T/2

sin2(k!
0

t)dt = T/2. (6.12)

6.2.3 Voorbeelden

Blokgolf

Stel f(t) =

⇢
1, voor 0 < t < 1/2
0, voor 1/2 < t < 1

en periodisch met periode T = 1 sec dan worden de Fourier-reekscoë�ciënten
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Controleer deze waarden. Figuur 6.3 geeft het signaal en de Fourier-som (als benadering)
weer. De 1e harmonische of basispulsatie !
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Figuur 6.3: Blokgolf f(t) en de Fourier-sommen voor n = 1, 3 en 5; Naarmate n toeneemt
in de Fourier-som benadert deze des te beter het oorspronkelijk signaal. Voor n = 5 geeft dit
f

5

= 1/2 + 2 sin(2⇡t)/⇡ + 2 sin(6⇡t)/(3⇡) + 2 sin(10⇡t)/(5⇡).
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6.2 Fourier-reeksontwikkeling

Vergelijkingen 6.10 en 6.11 kan je eveneens op eenvoudige wijze grafisch controleren: het
‘positieve’ oppervlak is net even groot als het ‘negatieve’ oppervlak over één periode waar-
door de integraal steeds nul is. Figuur 6.2 geeft enkele voorbeelden.

De integraal van een sinus of een cosinus in kwadraat over één periode (of een geheel
aantal periodes) daarentegen is steeds gelijk aan T/2 of

T/2Z

�T/2

cos2(k!
0

t)dt = T/2 en

T/2Z

�T/2

sin2(k!
0

t)dt = T/2. (6.12)

6.2.3 Voorbeelden

Blokgolf

Stel f(t) =
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Controleer deze waarden. Figuur 6.3 geeft het signaal en de Fourier-som (als benadering)
weer. De 1e harmonische of basispulsatie !
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6.2 Fourier-reeksontwikkeling

Vergelijkingen 6.10 en 6.11 kan je eveneens op eenvoudige wijze grafisch controleren: het
‘positieve’ oppervlak is net even groot als het ‘negatieve’ oppervlak over één periode waar-
door de integraal steeds nul is. Figuur 6.2 geeft enkele voorbeelden.

De integraal van een sinus of een cosinus in kwadraat over één periode (of een geheel
aantal periodes) daarentegen is steeds gelijk aan T/2 of

T/2Z

�T/2

cos2(k!
0

t)dt = T/2 en

T/2Z

�T/2

sin2(k!
0

t)dt = T/2. (6.12)

6.2.3 Voorbeelden

Blokgolf

Stel f(t) =
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1, voor 0 < t < 1/2
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Controleer deze waarden. Figuur 6.3 geeft het signaal en de Fourier-som (als benadering)
weer. De 1e harmonische of basispulsatie !
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f
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Fourier-reeksontwikkeling (6) 
•  Voorbeeld 1: Blokgolf 

–  Fourier-sommen blokgolf (n = 1, 3, 5) 

6.2 Fourier-reeksontwikkeling

Vergelijkingen 6.10 en 6.11 kan je eveneens op eenvoudige wijze grafisch controleren: het
‘positieve’ oppervlak is net even groot als het ‘negatieve’ oppervlak over één periode waar-
door de integraal steeds nul is. Figuur 6.2 geeft enkele voorbeelden.

De integraal van een sinus of een cosinus in kwadraat over één periode (of een geheel
aantal periodes) daarentegen is steeds gelijk aan T/2 of

T/2Z

�T/2

cos2(k!
0

t)dt = T/2 en

T/2Z

�T/2

sin2(k!
0

t)dt = T/2. (6.12)

6.2.3 Voorbeelden

Blokgolf

Stel f(t) =

⇢
1, voor 0 < t < 1/2
0, voor 1/2 < t < 1

en periodisch met periode T = 1 sec dan worden de Fourier-reekscoë�ciënten
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Controleer deze waarden. Figuur 6.3 geeft het signaal en de Fourier-som (als benadering)
weer. De 1e harmonische of basispulsatie !
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Figuur 6.3: Blokgolf f(t) en de Fourier-sommen voor n = 1, 3 en 5; Naarmate n toeneemt
in de Fourier-som benadert deze des te beter het oorspronkelijk signaal. Voor n = 5 geeft dit
f

5

= 1/2 + 2 sin(2⇡t)/⇡ + 2 sin(6⇡t)/(3⇡) + 2 sin(10⇡t)/(5⇡).
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Fourier-reeksontwikkeling (7) 
•  Voorbeeld 2: Zaagtand 

–  definitie zaagtand (met periode 1): 

 
 

–  Fourier-reekscoëfficiënten (bereken zelf!):  

 

–  besluit: zaagtand (oneven functie) is verschil van DC-
component en oneindig veel sinus-functies 

6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

Zaagtand

Stel f(t) = t, voor 0 < t < 1

en periodisch met periode T = 1 sec dan worden de Fourier-reekscoë�ciënten
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Controleer deze waarden. Figuur 6.4 geeft het signaal en de Fourier-som tot de 4e orde
weer.
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Figuur 6.4: Zaagtand f(t) en de Fourier-sommen voor n = 1, 2, 3 en 4; Voor n = 4 geeft dit
f

4

= 1/2� sin(2⇡t)/⇡ � sin(4⇡t)/(2⇡)� sin(6⇡t)/(3⇡)� sin(8⇡t)/(4⇡).

Driehoek

Stel f(t) =
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2t + 1, voor � 1 < t < 0

en periodisch met periode T = 2 sec dan worden de Fourier-reekscoë�ciënten
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Controleer deze waarden. Figuur 6.5 geeft het signaal en de Fourier-som van 3e en 5e orde
weer. De basispulsatie !
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6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

Zaagtand

Stel f(t) = t, voor 0 < t < 1
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weer. De basispulsatie !

0

= ⇡.

68 Johan Baeten

6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

Zaagtand
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Fourier-reeksontwikkeling (8) 
•  Voorbeeld 2: Zaagtand 

–  Fourier-sommen zaagtand (n = 1, 2, 3, 4) 

6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

Zaagtand

Stel f(t) = t, voor 0 < t < 1

en periodisch met periode T = 1 sec dan worden de Fourier-reekscoë�ciënten
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weer.
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Figuur 6.4: Zaagtand f(t) en de Fourier-sommen voor n = 1, 2, 3 en 4; Voor n = 4 geeft dit
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b
1,2,3,...

= 0, a
0,2,4,...

= 0 , a
1

=
8

⇡2

, a
3

=
8

(3⇡)2

, a
5

=
8

(5⇡)2

, . . .

Controleer deze waarden. Figuur 6.5 geeft het signaal en de Fourier-som van 3e en 5e orde
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Fourier-reeksontwikkeling (9) 
•  Voorbeeld 3: Driehoek 

–  definitie driehoek (met periode 2): 

 
 

–  Fourier-reekscoëfficiënten (bereken zelf!):  

 
 

–  besluit: zaagtand (even functie) is som van DC-component 
en oneindig veel cosinus-functies 

–  Fourier-sommen driehoek (n = 3, 5) 

6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling

Zaagtand
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en periodisch met periode T = 1 sec dan worden de Fourier-reekscoë�ciënten
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Figuur 6.4: Zaagtand f(t) en de Fourier-sommen voor n = 1, 2, 3 en 4; Voor n = 4 geeft dit
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6 Fourier-transformatie en Fourier-reeksontwikkeling
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Controleer deze waarden. Figuur 6.4 geeft het signaal en de Fourier-som tot de 4e orde
weer.
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Figuur 6.4: Zaagtand f(t) en de Fourier-sommen voor n = 1, 2, 3 en 4; Voor n = 4 geeft dit
f

4

= 1/2� sin(2⇡t)/⇡ � sin(4⇡t)/(2⇡)� sin(6⇡t)/(3⇡)� sin(8⇡t)/(4⇡).

Driehoek

Stel f(t) =

⇢
1� 2t, voor 0 < t < 1
2t + 1, voor � 1 < t < 0

en periodisch met periode T = 2 sec dan worden de Fourier-reekscoë�ciënten
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, . . .

Controleer deze waarden. Figuur 6.5 geeft het signaal en de Fourier-som van 3e en 5e orde
weer. De basispulsatie !

0

= ⇡.
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6.2 Fourier-reeksontwikkeling
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Figuur 6.5: Driehoekig signaal f(t) en de Fourier-sommen voor n = 3 en 5; Voor n = 5 geeft dit
f

5

= 8 cos(⇡t)/⇡

2 + 8 cos(3⇡t)/(9⇡

2) + 8 cos(5⇡t)/(25⇡

2).

6.2.4 Bespreking

Deze paragraaf vat een aantal beschouwingen over de Fourier-reeksontwikkeling samen.

• Over het algemeen neemt de bijdrage van elke hogere harmonische in de Fourier-reeks
af. Verwaarlozing van deze hogere harmonischen geeft dan een goede benadering van
het oorspronkelijk signaal.

• Voor even functies, zoals een cosinus (f(t) = f(�t)), zijn alle coë�ciënten b
k

gelijk
aan 0. Voor oneven functies, zoals een sinus (f(t) = �f(�t)), zijn alle coë�ciënten
a

k

gelijk aan 0.

• Een willekeurig signaal kan steeds ontbonden worden in de som van een even functie
en een oneven functie. De even functie is opgebouwd uit een som van cosinussen
eventueel met DC-gedeelte. De oneven functie bestaat uit een som van sinussen.
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Fourier-reeksontwikkeling (10) 
•  Beschouwingen Fourier-reeksontwikkeling 

–  over het algemeen neemt bijdrage van hogere harmonischen 
in Fourier-reeks af: Fourier-som is dan goede benadering 

–  voor even functies zijn sinus-coëfficiënten gelijk aan 0,     
voor oneven functies zijn cosinus-coëfficiënten gelijk aan 0 

–  willekeurig signaal kan worden ontbonden in som van even 
en oneven functie: 
•  even functie = som van cosinussen (+ DC-component) 
•  oneven functie = som van sinussen 


